Angergymnasium, Jena Harald Bockel

Projekt Wachstum im Mathematikleistungskurs

Untersuchung eines beschrankten Wachstums mit Hilfe von Comuter-Algebra-Systemen

Grundlagen
e rekursive und explizite Bildungsvorschriften fir Zahlenfolgen
e Beschreibung von linearen und exponentiellen Wachstum
e Existenz und Berechnen des Grenzwertes von Zahlenfolgen
e experimenteller Einsatz des ClassPad 300

Theorie

Aus dem bisherigen Unterricht sind lhnen lineares und exponentielles Wachstum und deren
Beschreibung mit Hilfe von Funktionen und Zahlenfolgen bekannt. In beiden Fallen erhalt man
ein unbeschranktes Wachstum, d. h. ein Wachstum uber alle Grenzen hinaus.

Dies ist in vielen Fallen jedoch durch auBere Beschrankungen wie GroBe des Lebensraums,
Endlichkeit des Nahrungsangebotes o. a. unmoglich. Hier kann die sich entwickelnde GroBe
einen Maximalwert von 100%=1 nicht Uberschreiten. Dem unbeschrankten (exponentiellen)

Wachstum X,; = P- X, muss ein Dampfungsfaktor q hinzugefugt werden, der mit wachsender

Anndherung von x, an 1 das Wachstum in steigendem MaBe abbremst und ein Uberschreiten des
Maximalwertes von X, max=1 verhindert.
Dies leistet sicherlich der Faktor q = (1-x,). Wir erhalten somit folgendes

Modell fiir beschranktes Wachstum: §X.., = P- X, -(1—X,) mit 0< X, <1

Pflichtaufgaben
Untersuchen, dokumentieren und beschreiben Sie das Langzeitverhalten von Populationen, die
dem Modell fir beschranktes Wachstum geniigen!
¢ Welche Werte fiir den Wachstumsfaktor p sind zulassig, damit die Beschranktheit erfiillt
wird?
e Ab welchem Wert fir p ist die dauerhafte Existenz einer Population gesichert?
e Fir welche Werte von p stellt sich ein stabiler Endzustand ein?
Inwieweit hangt dieser Endzustand von der Wahl des Startwertes x, ab?
e Welche weiteren Langzeitzustande ergeben sich bei Variation von p?
(Finden Sie mindestens 3 weitere.)
e Gibt es Moglichkeiten, die Werte fiir x, explizit zu berechnen?

Zusatzaufgabe

Machen Sie sich mit dem Rduber-Beute-Modell (in Biologie auch Volterra-Regeln) vertraut und
setzen Sie dieses Modell mit Hilfe von rekursiven Bildungsvorschriften fiir Zahlenfolgen um.
Stellen Sie ein Modell mit konkreten Werten graphisch dar und interpretieren Sie das
Wachstumsverhalten der Populationen von Raubern und Beutetieren!
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Projekt Wachstum - Ergebnisse

Welche Werte fiir p sind zulassig?

|[ ¥ Edit Zoom Analvsis #

Untersucht man den Wert des Produkts y= x (1-x)

fur O<x<1, so erhalt man als maximalen Wert y=Y%,

wenn x=% ist (Bild 1).

+ Somit muss 0<p<4 gewahlt werden, damit die geforderte
| 2 Bedingung erfullt wird. Dies gilt fur jeden Rekursions-
schritt von X, zU Xp.1.

Ergebnis: 0<p<4 sind zuldssige Werte fiir p.
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Bedingung fiir dauerhafte Existenz?

 Edit Zoom Analysis + Edit Zoom Analysiz # . . . .
RIS Fir diese Untersuchung sollte die rekursive
i

Bildungsvorschrift der Zahlenfolge eingegeben und ihre
I tabellarische oder/und graphische Darstellung
I‘ g betrachtet werden. Dabei wird der Wert von p
- schrittweise erhoht.
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Ergebnis: flir O<ps<1 erhalt man eine Nullfolge
(Population stirbt aus), ab p>1 streben die Werte
gegen eine von Null verschiedenen Wert (die

H 160 8. 63

<|- '|>I Population existiert dauerhaft)
1
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Stabiler Endzustand? Experimentiert man mit dem Faktor p weiter, so
» Edit foom Analvsis 4+ ~ Edit Zoom Analvsiz # erhalt man etWa
Bl e e ale] bis p=3 eine Zahlenfolge, die sich einem
- Grenzwert nahert.
4MMW+W Dies geschieht auf unterschiedliche Art und Weise:
F - monoton fallend
=i oo e rh: 6 ¥ o =0 SOOhE T - monoton wachsend
Ers1=3xanHil-an? [an+1=2. 1¥anx1-an) . .
- alternierend (Bild 4)
5 e . . .
E BéTgégJ Ab p>3,1 erhalt man 2 ,,Endzustéande*, zwischen
L 100 “hised E denen die Folge hin und her springt (Bild 5)
L |
| Bos Kelx ] Ergebnis: monostabil fiir 1<p<=3
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Sensibilitat des Grenzwertes beziiglich Startwert?

W Edit Zoom Analysis 4 L Ecit Grafik ¢ | N Edit_Zoom Analysiz # . . . .
EEC e e e e D s e e e el e N e i e e e R W Im monostabilen Bereich 1<p<3 wahlt man sich
= | Y = 1 . . .o .o
- “ (mindestens) einen festen Wert fur p und variiert
4 M f‘ 4 Ff— g nun den Startwert Xo.
- o \ v S Beispiele: P=2; Xo=0,1
T p— [are=2rar i 1-an [Bra=2Han®l-ar, =7 —
2ranX{l-an? H = 2XanX{1—an) p-Z, Xo—0,5
ElE J R ; p=2; %,=0,9
g 8.5 3 8.3
99 8.5 9 8.3
186 /.5 v L L] 8.5 . . .o o
o LR L Ergebnis: Die GroBe des Startwertes hat hier
B Tol T oo fols T keinen Einfluss auf den Endzustand

***Zusatz: Zusammenhang von p und Endzustand?

tabellarisch:
p|1,1|1,2|1,3|1,4(1,5(1,6(1,7|1,8(1,9|2,0|2,1|2,2|2,3|2,4|2,5|2,6(2,7(2,8/2,9|3,0
g|.09|.17|.23|.29|.33|.38|.41|.44|.47|.50|.52|.55|.57|.58|.60|.62|.63|.64|.66|.67

funktional: Xenq=1-1/p fir 1<p<3

Weitere Langzeitzustande?

[ Edtbrafc e ] [ earbaike ) Hijer ist eine Vielfalt von Ansatzen der Einteilung zu erwarten:
EEEEE{EE e i 1 e s ] 8 s
Y

e im monostabilen Zustand werden Bedingungen fir p
und x, gefunden, die zur Einteilung in monoton
wachsend, monoton fallend und alternierend flihren

e wesentlich interessanter sind Fallunterscheidungen fur
p>3 bistabil, standiger Wechsel zwischen 0,7645
und0,558(s.0)
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] | e e flr p>3,45 quadrostabil, vier standig wechselnde
i—14 I — »Endwerte“

Bog Kplx 0] Boga Kplx [T]

chaotisches quadrostabil (***Periodenverdopplungen bei 3,449399; 3,544090;

Verhalten 3,564407;...fur p>3,6 (*** p>3,5699456) chaotisches Verhalten
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Rauber-Beute-Modell
Konkrete Fallbeispiele und deren Interpretation konnen dem Biologie-Lehrbuch entnommen
sein (z.B. Schrodel,

Biologie Sek Il, Okologie, S.124 ff, Zwischenartliche Beziehungen oder S.134 ff, Regulation der
Populationsdichte).

Das mathematische Modell ist dem Tafelwerk (z.B. Paetec S. 143) entnommen. Hier konnen
auch die dargestellten Graphen mit den eigenen verglichen werden.

|[ % Edit Zcom Analvsis +

T e i [ ] [
s

Die Gleichungen fiir ,,neue Individuenzahl der Beute“ und,,neue
Individuenzahl der Rauber* werden entsprechend der Syntax des
ClassPad als miteinander verknipfte, rekursive Bildungsvorschriften
eingegeben und graphisch dargestellt.

Fur diese Darstellung wurden folgende Werte aus einer kanadischen

W Statistik Uiber Schneeschuhhasen (a,) und Luchsen (b,) verwendet:

Eog FKplx o]

ans1 = ap + 0,05-3, - 0,01:a, -b, mit ag = 200

|[ % Edit Zcom Analvsis +

bn.1 = by + 0,0002-b,-a, - 0,03:-b, mit b, = 50

4 ) ebenso mit ag = 500 und b, = 150
w
[ |
Bog Kplx o
Nachbemerkung:

Dieses Projekt diente nicht dem Ziel, neue mathematische Theorien in den Unterricht zu tragen,

sondern lediglich dazu, den Schilern konkrete Anwendungen von Zahlenfolgen und den
experimentellen Einsatz von CAS hinsichtlich Erstellung und Interpretation von Grafiken nahe zu

bringen!
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