Von der mittleren zur lokalen Anderung
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Themenbereich Anwendungsaufgaben zur Differenzialrechnung
Themen Trassierungsaufgaben

Rolle des CAS Lésen von Gleichungen

Berechnungen von Ableitungen
Umformungen von Termen

Zeichnen von Graphen

Methoden Die Lésung ist explizit fir Schilerinnen und Schiiler geschrieben.

Hinweise Da Trassierungsaufgaben in den Schulblchern noch keine groBe

Verbreitung gefunden haben, bietet es sich an, diese Lésung den
Schulerinnen und Schilernzum Nachlesen auszuhandigen.

Quelle CiMS

Zeitlicher Rahmen 1 Schulstunde
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Von der mittleren zur lokalen Anderung

Bei Trassierungsaufgaben geht es um
Fragestellungen der folgenden Art:
zwei StraBen-Enden sollen miteinander
verbunden werden (Abbildung 1).

Dabei soll das neu zu bauende Verbindungsstiick :
(die neue Trasse) ein moglichst komfortables e
Fahren ermdglichen. :

Abbildung 1

Eine direkte Verbindung durch eine Strecke, wie in
Abbildung 2, ist ungunstig, weil dann durch die

beiden Knicke bei den Anschlusspunkten A und B
ein zlgiges Durchfahren erschwert oder, wie z. B.
bei Schienenfahrzeugen, unmdéglich gemacht wird.

», Gesucht sind also Trassenflihrungen, die ein
angenehmes Fahren ermdglichen.

Hinweis: Das Problem der Trassenfihrung ist ein
wichtiges und reales Problem. Allerdings wird
das Problem der Trassenfihrung im Folgenden
in einem ersten und vereinfachenden Ansatz
gelést. Insbesondere wird von einer

Abbildung 2 mathematischen Linie und nicht von einer realen
StraBe, mit einer gewissen Breite, ausgegangen.
Weitere Uberlegungen bis zur endgiltigen
Lésung der realen Problematik missen und
werden folgen.

Im Folgenden soll die Trasse als Graph einer Funktion angesehen werden.

a) Ubertragen Sie die Abbildung 1 in Ihr ClassPad und, auch wenn eine Gerade keine
sinnvolle Lésung ist, so zeichnen Sie einfach mal zur Ubung die Verbindungsstrecke
der Anschlusspunkte A und B mit lnrem Taschencomputer.

Hinweis: Bestimmen Sie dazu den Funktionsterm der Verbindungsstrecke.

b) Zeichnen Sie nun Sie die Abbildung 1in lhr Heft und skizzieren Sie in die
Heftzeichnung eine (auch fir Schienenfahrzeuge) befahrbare Trasse.
Vergleichen Sie Ihre Lésung mit der lhres Nachbarn — diskutieren Sie miteinander die
Vorteile — bzw. Probleme lhrer Trassenfiihrungen.

c) Suchen Sie eine Funktion, sodass deren Graph die beiden gegebenen StraBenenden
knickfrei verbindet.
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a.

Zum Zeichnen sind die Funktionsterme der Geradenstiicke notwendig.

Das Geradenstlick zum AnschlusspunktA hat den Funktionsterm g,(x) =—-x+2 mit
dem Definitionsbereich D, =[-20;0], wobei die linke Grenze beliebig aber auBerhalb
des Zeichenbereichs zu setzen ist.

Das zweite Geradenstiick zum AnschlusspunktB hat den Funktionsterm
9,(X) =—2(x —4) mit dem Definitionsbereich D, =[4;20], wobei nun die rechte

Grenze beliebig ist.

Hier gibt es individuelle Lésungen. Gemeinsam sollten die Knickfreiheit und eine
maoglichst kurze Streckeflihrung sein. Auch kommt nur eine eher geschwungene
Lésung in Betracht.

Wie in der Aufgabenstellung gefordert, ist es hilfreich, die StraBenfihrungen als (Teile
von) Funktionsgraphen aufzufassen. Am einfachsten ist es, ganzrationale Funktionen
zu wahlen. Dabei stellt sich die Frage, welchen Bedingungen eine ganzrationale
Funktion fim Sinne der oben geschilderten Problemlage gentigen muss.

Trivialerweise soll das Kurvenstick die beiden Punkte A und B verbinden. Aus der
Abbildung kann man die entsprechenden Werte ablesen:

I. Das Kurvenstiick muss durch den Punkt A gehen, d. h.f(0) =2.
II. Das Kurvenstiick muss durch den Punkt B gehen: d. h. f(4)=0.

Zusatzlich muss die Knickfreiheit gewahrleistet werden. Dies kann man durch die
Forderung erreichen, dass das einzufligende Kurvenstiick an den Anschlusspunkten A
und B mit der jeweils gleichen Steigung wie die betreffende Gerade anschlie3t. Die
Steigungen kann man aus der Abbildung ablesen und wurden schon im Aufgabenteil
a) benutzt.

[ll. Das Kurvenstlick muss in A die Steigung -1 haben, d. h.f’(0) =-1.
IV. Das Kurvenstliick muss in B die Steigung -2 haben, d. h.f'(4)=-2.

Damit hat man vier Bedingungen. Mit vier Bedingungen kann man im Allgemeinen vier
Unbekannte bestimmen. Da wir eine ganzrationale Funktion suchen, sind die
Unbekannten hier die Koeffizienten der Potenzen von x.

Welche ganzrationale Funktion lasst sich damit bestimmen? Nun offensichtlich hat
eine ganzrationale Funktion dritten Grades vier Koeffizienten.
Unser Ansatz lautet also:

f(x)=a, x> + a,x* + ax + g,
Da in den Bedingungen Ill. und IV. die Ableitung auftritt, muss diese bestimmt werden:
f'(x)=3a,x* +2a,x" + a,

Mit diesem Ansatz lassen sich die vier Bedingungen wie folgt formulieren:
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l. a,-0°+a,-0°+4,-0+g,=2
. a,-4°+a,-4°+a,-4+3,=0
Il 3a,-0° +2a,-0" + g =-1
V. 3a,-4°+2a,-4'+4,=-2

Diese Bedingungen vereinfachen sich zu:

l. a,=2
I. 64a, +16a, +4a,+a, =0
I, a =-1
V. 48a, +8a, +g,=-2

Dieses Gleichungssystem ist mithilfe des Rechners schnell I6sbar. Man erhélt:

1 5
———, a,=>, a=-1und g =2.
&h=—g %=35 4 &

Damit sind alle Unbekannten bestimmt und man kann die Gleichung der
Lésungsfunktion angeben:

3 2

+2Xx° - Xx+2

f(X)=—3x"+2

8
In der neben stehenden Abbildung ist der Graph eingezeichnet. Fir unsere

Fragestellung interessiert lediglich der Kurvenbogen tber _
dem Intervall [0; 4]. Man sieht sehr schon, wie alle vier TR Al e
Bedingungen erflllt sind: Die Kurve verlauft durch A und B,

und sie tut dies ohne Knicke!

Hinweis: Einfache Umformungen der obigen Art sollten Sie
prinzipiell auch ohne ClassPad durchfiihren kénnen. bra Real i
Allerdings wird mit dem ClassPad der Blick auf das Wesentliche erleichtert.

Ganz entscheidend ist, dass Sie die Bedingungen erkennen und damit ein
Gleichungssystem aufstellen kénnen. Diese Arbeit kann Ihnen kein Taschencomputer
abnehmen. Das ClassPad kann dann aber das Gleichungssystem (fehlerfrei) I6sen.
Eine Lésung kénnte folgendermalBen aussehen:
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Verflgung haben.

define f(x)=33*x3+32*xz+al*x+aa
daone
dif fifixd

3-33-x2+2-32-x+al
define £1{x3=3.a3. 2242« 52 x+al

daone
foa=2
fidor=a
floanr=-1
fledy=—2| 44, 51,a2,a2
5 1
{aa=2,al=—1,32=§,33=—§
f(xhl{aa=2 al=-1 32=§ a =L
L] L] 8! 8
3 2
—x S5ex
gty 2
_.3 2
define Frexd="2—+TE" _ 4o

=] =]

Es empfiehlt sich bei der Arbeit mit dem ClassPad einen neuen Funktionsnamen,
z. B.fl, fUr die Lésungsfunktion einzufiihren, damit Sie bei Wiederholungen und
anderen Aufgabenstellungen immer die allgemeine ganzrationale Funktion zur
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