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13. Von den Dezimalzahlen zur Zahlenfolge (CASIO)

13.0 Einleitung

Das Erkennen eines Zahlenmusters oder einer Formelstruktur spielt in der Mathematik eine wesentliche
Rolle. Wenn die Schuler den Begriff der Zahlenfolge kennenlernen, zeigen sie rasch Interesse an
den Ziffernfolgen, die in manchen Dezimalbriichen auftreten, und sie sind bestrebt, die Beziehungen
zwischen einem Dezimalbruch und dem zugehdérigen gemeinen Bruch aufzudecken.

Die Beschaftigung mit der Frage, weshalb manche Dezimalbriiche Ziffernperioden enthalten, kann
die Schuler zum Begriff des Bildungsgesetzes einer Zahlenfolge fiihren. Der Graphiktaschenrechner
erweist sich als nltzlich, wenn dieser Unterrichtsgegenstand weiter vertieft wird.

13.1 Einfache periodische Dezimalbriiche und geometrische Reihen

Ein Dezimalbruch mit einer solchen Periode, wie z.B. 1,11111... kann als geometrische Reihe
angesehen werden. Der Begriff der geometrischen Reihe wie auch Begriff der Folge sind in der
Mathematik des Gymnasiums grundlegend.

Aufgabenstellung 1: 1,11111... ist gleich 10/9. Warum?

Loésung:
Der unendliche periodische Dezimabruch z = 1,11111... kann als geometrische Reihe geschrieben
werden, d.h.: 2=1+0,1+012+ .. +01"+ ...

Aus 9z =10z -z folgt z =(10z -2)/9, d.h. unsere geometrische Reihe erflillt diese Gleichung:
z=(10+1+01+..+01" 4 .. -(1+0,1+0,1%+...+0,1"+...))/9=10/9.

Wenn man den unendlichen periodischen Dezimalbruch auf n Kommastellen rundet, d.h.
2=2,=1+01+01%2+..+0,1"
ergibt die Gleichung z = (10z -z)/9 folgendes Resultat:
2=z =(10-0,1"/9=(1-0,1""x10/9 , d.h. fir n =0 geht z,, in z=10/9 tber.

Geht man umgekehrt von folgender Gleichung aus:
Zn=(1-01"")x10/9, n=1,2,3,.. , ()

dann ist 0,1 n+1

Die Partialsummenfolge in Formel (1) kann als Tabelle geschrieben und graphisch dargestellt
werden, indem im TABLE-Menii Y1 =10/9 x(1 - 01" ) eingegeben wird:

nahezu gleich 0 (fir groBe n) und wir erhalten den Bruch 10/9 .

Table Fun Bh'= Table Ranae Ligw Window
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Tabellierung und graphische Darstellung der Zahlenfolge (1, 1.1, 1.11, 1.111, 1.1111, 1.11111, ...)
im TABLE-Meni:

VI=1g= ] -6, 170 TI=1E-9= -0, 17507
I I lll - .+. - e e e e e e
g lal
E| lall
u TN
1.111 g
H=8 Y=l

Anmerkung:
Wenn in Gleichung (1) n+1 =x € R gesetzt wird, erscheint im GRAPH-Menu fur

Y1=10/9x(1-0.1" (%61))

ebenfalls die oben angedeutete Exponentialfunktion, die fur jede reelle Zahl definiert ist.
Man erkennt: Die oben betrachtete Zahlenfolge verlauft auf dem Graphen der Exponentialfunktion

y=10/9%(1-0,1%)  mit der Asymptote y=10/9.

Ligw Window Wl=18+9xC1-a, 1K)
max =E.! i
scalesl
Vmin 2-3.01
max 3.1 u
=caleil
n==1 Y=-10

13.2 Kompliziertere unendliche Dezimalbruche und Potenzreihen

Wir betrachten jetzt kompliziertere Zahlenmuster in den Ziffernfolgen von Dezimalbrichen.
Der folgende Dezimalbruch kann n&dherungsweise wieder als ein gemeiner Bruch geschrieben

werden, wobei zunéchst die Potenzreihe s =s(f)=1 +2¢+3:2 443 aent™ mit t=0,1
betrachtet wird.

Aufgabenstellung 2: 1,23456789... ist nahezu gleich 100/81. Warum?

Lésung:
Essei  Sp=5n(0,1)=1+2x0,1+3%0,12+4x0,13+...+nx0,1"" = (1,23456789...)
Durch Subtrahieren von 0,15, auf beiden Seiten erhalten wir Gber die geometrische Reihe
0,95,=1+0,1+0,1%+ 0,1%+...+ 0,1™7 - nx0,1"= (1-0,1")/0,9- nx0,1"..
Somit gilt
s,=100/81x(1-0,1" -0,9nx0,1") (2)

Fir n>10 sind 0,1n =0 und nx0,1n = 0, und wir erhalten den Bruch 100/81.
Dieses Ergebnis wollen wir wieder mit der Tabelle und dem Graphen der Gleichung (2) illustrieren,

indem im TABLE-Menii Y2 =100/81x(1 - 0,1 " %67 - 0,9 (X.67] x0,1 " ) eingegeben wird.

AnschlieBend wird der Graph der Exponentialfunktion y =100/81 x (1- 0,1x - 0,9xx0,1x )
mit der Asymptote y =100/81 im GRAPH-MenU gezeichnet.
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Tabellierung im TABLE-Mend:

Table Func _iYs= Table Ranse
Y=18+9x{1 -0, 1" “

V2=, 1"H-8, 98=8, 1K

Nk Startil
Vg1 End =18
Y3

Y&

W2=188+21x(1-8, 1~x-8 We=1BB+31x01-8, 1~-8
" Y2 H Ve

" va
] 1 E 1.2 1 1.23U5
2 1.2 3 .23 B 1.33ug
3 l.23 U l.33y s [FEETE
U 1.234 5 [FEETE 10 1.23U5
1 1.2345 1.23456759
Graphische Darstellung im GRAPH-Men(:
Uigw Window Y2=1@A+21=(1-A. 1~£-@
Amin -3
max_ 1@ Y
scaledl
“Yminm -2
scalel v{nf
%=H ¥=1.23U5678

13.3 Die Zahlenfolge zu den Tiirmen von Hanoi

Die Zahlenfolge zu den Turmen von Hanoi, geschrieben als Formel in rekursiver Darstellung, kann
auch als eine Formel entsprechend der Darstellungsweise wie in den Abschnitten 13.1 oder 13.2
geschrieben werden. Wenn n unbeschrénkt gréBer wird, entsteht aus der Potenzreihe ihre erzeu-
gende Funktion und umgekehrt gilt: die Potenzreihe ist die Taylorreihe der erzeugenden Funktion.

Aufgabenstellung 3:

Der Bruch 5000/4851 enthalt 1, 3,7, 15, 31, ..., die Zahlenfolge
zu den Tudrmen von Hanoi. Warum?

Loésung:
Die Zahlen der Zahlenfolge zu den Tirmen von Hanoi 1, 3, 7, 15, 31, ... genligen der folgenden
Rekursionsformel:

a =2an+1, a,=1.

n+1 1

In direkter Darstellung: a. = 2" -1 ,n=1,2,3,....
Mit Sh werde wieder die Partialsumme der Folge bezeichnet. AnschlieBend wird von beiden Seiten
der Gleichung 2l‘sn subtrahiert, dabei die Rekursionsformel ausgenutzt und nach sn aufgeldst:
s =5 (t)=a, +a2t+a3t2+a4t3+ et Ak
215 =2a,t+2a,t*+2a,t°+ 2a,t*+ ...+ 2a_t"
(1-20)s_=a +t+t%+ 34 t%4 0 t" 220 ¢"

s,=(1-¢"-2a_(1-0t") [((1- 0)(1 - 21)) - (3)
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Mit £ = 0,01 ergibt sich
S = 5000/4851x(1 + 0,98x0,01" - 1,98x0,02" )

/AN -
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4)

Far n > 10 folgt hieraus wegen 0,01 " =0 und 0,02n = 0 der Grenzfall (N — o)
s =5000/4851

(4) wird wieder mit dem Graphiktaschenrechner im TABLE-Men( tabelliert und im GRAPH-Men(
graphisch dargestellt, und es wird die Trace-Funktion (bzw. G-Solv und Y-CAL) angewendet.

Tabellierung im TABLE-Mend:
Table Func b=

;able Ranae

n :
Fitchil

?3=5%PE+1ESIKﬂ1+E.98

1.838715 1.8387135331

Graphische Darstellung im GRAPH-Men(:

Uigw Window

YI=0EER+-485 1= 1+8. 35

y +
i
¥-CAL

"=k ¥=1.0307153163

max =
scaledl
Ymin -2
max 2
scale:

Wenn wir in (4) die Terme ignorieren, die n enthalten, erhalten wir die erzeugende Funktion
s=s(t)= 1/((1-1)1-21))
Entwickelt man diese (erzeugende) Funktion in eine Taylorreihe (Entwicklungsstelle to = 0), stellt

man unschwer fest, dass die Taylorkoeffizienten a, die Anzahl der Ziige beim Umstapeln des Turmes

von Hanoi mit genau N Scheiben beschreibt! Wir zeigen abschlieBend einige Screenshots aus
dem CAS-Meni des Symboltaschenrechners CASIO ALGEBRA FX 2.0 zur Taylorentwicklung:

Lavlopel C1-Tox(l-2T

Lavlorel C1-Tox(l-2T

1-Toxel-3Trn,T-18. 82

284 7T 19 +1823T7+511 75+
b

TRHE ICALCERUAl &an lBREAT &1

255T T+127To+63T +31 T
4 b

T+ TH ST +TTE4+3T+H

TRHE ICALCERUAl &an lBREAT &1

CLRE [ ZW [k-AHz]

Literaturhinweis (zum Turm von Hanoi):

[1] Informatik fiir die Sekundarstufe Il, Band 2 (Héhere Datentypen, Automaten, Sprachen) von
R.Baumann, S.24 (Beispiel 1: Turme von Hanoi), Klett-Verlag 1993 (1. Auflage) ISBN 3-12-717742-9
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