Wachstumsfunktion, 13. Jg. Stefan Sandfiihr, Westfalen-Kolleg Dortmund

iPod — Eine Abituraufgabe aus realen Daten

Abitur 2007/08-1 Mathematik Grundkurs Westfalen-Kolleg Dortmund
Zugelassene Hilfsmittel: CAS (Casio Classpad), Tafelwerk

Einleitung:

Die vorliegende Aufgabe entstand im Rahmen des Abiturverfahrens 2007/08-2 in NRW.

Dabel ist zu bemerken, dass in NRW seit 2007 Zentralabitur geschrieben wird, alerdings
Weiterbildungskollegs (2008) sowie Berufskollegs und abitur-online (2009) versetzt in das Verfahren
einsteigen, so dass diese Abituraufgabe eine der letzten nicht zentral gestellten Aufgaben am
Westfalen-Kolleg Dortmund war.

Die Aufgabe stammt aus einem Grundkurs, der in den letzten zwei Jahren vor dem Abitur, also mit
Einstieg in die Qualifikationsphase, mit CAS unterrichtet wurde.

Im Kursverlauf wurde dabei gerade im Bereich der Wachstumsfunktionen besonderer Wert auf die
Modellierung durch Regression gelegt.

Die Idee zur Aufgabe entstand bei einer Internetrecherche zu Graphen von Wachstumsfunktionen. In
einer Graphik waren hier die Verkaufszahlen des Apple iPod angedeutet. Uber eine Anfrage bei der
Presseagentur 100zehn, die in Deutschland fur Apple die Pressearbeit zustandig ist, war es moglich die
tatséchlichen Verkaufszahlen zu erhalten, wie sie auch unverdndert in der vorliegenden Aufgabe
verwendet wurden.
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Aufgabe:

Der AppleiPod ist der meistverkaufte MP3-Player der Welt. Die Firma Apple vertffentlicht
regelmaldig ihre Verkaufszahlen des iPod.

Folgende Tabelle zeigt die verkaufte Stiickzahl (kumulierte Werte) seit dem Erscheinen des
iPod bis zum Ende des Jahres 2006.

Quartal Nr. Quartal Stickzahl
(in Tausend)
1 1/2002 125
2 2/2002 182 -
3 3/2002 236 T
4 4/2002 376 11 . B
5 1/2003 595
6 2/2003 675 czp [
7 3/2003 979 f5p
8 4/2003 1315 — ' ;
9 1/2004 2048
10 2/2004 2855
11 3/2004 3715
12 42004 5731
13 1/2005 10311
14 2/2005 15622 —
15 3/2005 21777
16 4/2005 28228
17 1/2006 42271
18 2/2006 50797
19 3/2006 58908
20 4/2006 67637

a) Zeichnen Sie zu den Quartalen 4/2002, 4/2003, 4/2004, 4/2005, 4/2006 die Werte aus
der Tabellein ein Koordinatensystem (y-Achse fur Werte bis 100000 Tausend Stiick).

b) Ermitteln Sie aus allen Werten der Tabelle mit Hilfe des Classpad eine exponentielle
und eine logistische Regression und geben Sie diese al's Funktionsterm an.

c) Skizzieren Sie die Graphen der ermittelten Regressionen im Koordinatensystem
aus Aufgabetell b).

d) DieFirmaApple zahlt die Quartale nicht nach dem Kaenderjahr. Ermitteln Sie durch
den Vergleich der Werte aus der Tabelle mit den Graphen der Regression, in welchem
Quartal nach dieser Z&hlweise Weihnachten liegt.

e) Erlautern Sie jeweils die wesentlichen Merkmale der exponentiellen und der
logistischen Regression und erléutern Sie, welche der Regressionen fir diese Situation
geeigneter ist.
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f) Berechnen Sie auf Basis der logistischen Regression die Verkaufszahlen der folgenden
drei Quartale und vergleichen Sie diese mit den tatséchlichen Werten.
Begrinden Sie die Abweichung.

Die tatsachlichen Verkaufszahlen der n&chsten Quartale sind folgende:

Quartal Nr. Quartal Stickzahl
(in Tausend)
21 1/2007 88703
22 2/2007 99252
23 3/2007 109067

Eine aternative Prognose l&sst sich durch folgenden Funktionsterm beschreiben.

o(x) - 18750000
125+ 149875 g 31

g) Ermitteln Sie die Séttigungsgrenze des Weltmarkts, die bei dieser logistischen
Funktion p angenommen wurde.

h) Berechnen Sie den Zeitpunkt des gréften Wachstums des Graphen von p und geben
Sie an, wann auf Basis dieser Annahme die V erkaufszahlen des iPod wieder
rucklaufig sein werden.
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L dsungsvor schlag mit dem ClassPad (Grafikrechner mit CAS)

a)

Stick in Tausend
AN

100000

S0O000Y

10000

b)

Offnen der Statistikanwendung
Quartalsnummern per Hand oder mithilfe des Befehls seq ein.
Dazu setzen Sie den Cursor in der Spaltelistl in die Zelle Cd
und geben mithilfe der abc-Tastatur ein: seq(x+1,x,0,19) (vgl.

Abb.1). Bestétigen Sie mit @9 . In list2 werden die Daten nun
manuell eingegeben.

Wahlen Sie Uber die Menileiste Calc zunachst die
exponentielle Regression (Exp.Regression) aus und geben Sie
die geforderten Werte (vgl. Abb.2-4) ein, bestétigen Sie mit
OK. Sie erhaten die exponentielle Regression und durch OK
den zugehorigen Grafen. Der Term wird im Grafikeditor

cs

. Geben Sie die

>
Quartal

[ % Edit Calc Grafik einst (%

(AP PR e el E ] el [T

listl

T=tz  [l=ts |=

s =0 00 = O O O D =

seqlrtlyxa. @y 192

Bog Auto Standard

(]

(Menuleiste w& — Grafik-Editor) abgespeichert unter y1. Fir
die logistische Regression wéhlen Sie Logist. Regression und
wiederholen das Vorgehen (Abb.5-6).

E Exp. Regression

Kopie Residuen:

I Berechnung einst.

2 W-List: izl 7]
N v-List: e 7]
Hauf-k:

Formel kopieren: [#1__ [=]
L=tz 71 |

ZRZZE]

Cal=

seqla+lyx, @, 192

Bog Auto Standard

]

I Stat. Berechnunag

E Exp. Regression
Y=g g Ch-x2

E]
b =A

ZRZZE]

Cal=

seqla+lyx, @, 192

Bog Auto Standard

]

Abbildung 2
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Abbildung 1

Zoom Analyse Calc + [

“ariablenmanagsr
Fenster-Einst.

Grundformat
Grafikformat
30-Format

Geometrieformat
Zusatzl. Format
Finanzm. Format
Prazentation
Karmrmunikation
Standard-Setup

Statistik—Editor

rain
Grafik #
Grafik—Editar

Tastatur 21
SchlieFen
] Tieed
Bog Autc oml
Abbildung 4
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Abbildung 5

e

Exponentielle Regression:  f ( X) ~ 89, 62565- 035079384

Logistische Regression: f, (x)

0)

85126,085

"~ 143914, 515. g 048087678

Zur grafischen Darstellung der Funktionen klicken Sie oben

linksin der Ikonleiste auf [Li).

N Edit Twp GMem

il

Blattl [Elatt2 [Blatt? [Elattd [BlattS |

Byl=ga, gr564993. ¢0- 3507938486
e 85126, G547
B 43914, 515342, ¢ 8- 45E45767E1 - x
w30
Owd:-Q
Ow5:-0
Ove:p
i]
i
i

Owv:
Owa:
Oy
Owl@: g

Se+4

21

—1E+4

Eog Real

Abbildung 6
d)

Man kann davon ausgehen, dass um Weihnachten die Verkaufszahlen hoher ausfallen. Die
Werte dieser Quartale missten also Uber den Graphen der Regression liegen. Die Werte
der Quartale (1) liegen jeweils oberhalb der Graphen, hier misste Welhnachten enthalten
sein. Anmerkung: Das Quartal (1) bei Apple umfasst die Monate Oktober, November, Dezember.

Seite 5 von 7

CASIO.

EDUCATIONAL PROJECTS



Wachstumsfunktion, 13. Jg. Stefan Sandfiihr, Westfalen-Kolleg Dortmund

€)
Bel der exponentiellen und der logistischen Regression verlaufen die Werte von einer
unteren Schranke aus zundchst langsam steigend, dann recht schnell. Wéhrend das
exponentielle Wachstum sich dann mit gleicher Wachstumsrate weiter steigert, lauft das
logistische Wachstum symmetrisch zu einem Wendepunkt gegen eine obere Schranke.

f) [er_Ecic BRSO trie=rkeiv (<]
Zunéchst ist es hier sinnvoll, die Funktion in der ST Ea“ért‘:é'}:?.ﬁ'ﬁffﬁd |
Hauptanwendung zu definieren. Offnen Sie diese vom Grafik- ||Batt! [l ormpiex -

. . . L . . . Ewl=gg| Liste—Erstellen
Editor-Fenster aus Uber die Menuleiste % — Main. Uber die

]
k
L3
L3
L3

Liste—Berechrnen »

oy e . . . ; . Eyz=— [Matrix—Erstellen »
Mentileiste Aktion — Befehle geben Sie den Define-Befehl indie || .. 1 Ve o™,

Hauptanwendung ein und erganzen mithilfe der abc-Tastatur ||[@w4:0 | Gisieh. sinaleih. b

) Azsist b
f(X)= (vgl. Abb.7). 090 |\ e

DispStat

E Clear_a_z

el ar

Setzen Sie den Cursor in die Zeile (y2 im Grafikeditor-Fenster),
wahlen Sie den Funktionsterm aus (Uber das Ment — Edit —
Alles auswéhlen). Ziehen Sie ihn mithilfe des Stiftes in die

Hauptanwendung (Copy& Paste) und bestétigen Sie mit @e. =

Fuhren Sie anschlief3end die Berechnungen aus (vgl. Abb.8). Algeb Standard Real Bos Gm
Abbildung 7

Hinwels. Um die Ergebnisse als Dezimal zahl angezeigt zu bekommen, klicken Sie unten im
Display auf Standard.

[~ Edit Aktion Interaktiv
T ] T P

Define fiari=

=k

E5126.05475
1+3914. 515342 ¢ ~9- 45048TETEL
done

Fr2ln

TI234.87549
L2202

TT307. 82485
(232

|

28147.71921

Algeb Dezimal HReal Bog ]
Abbildung 8

Ergebnisse: f,(21)~73234,08, f,(22)~77357,02, f,(23)~80147,72

Dieser Werte fallen deutlich niedriger aus a's die realen Verkaufszahlen. Offensichtlich
wachsen die Werte noch recht schnell. Die obere Schranke ist somit zu niedrig.

9)
Losung entweder Uber Kenntnis der logistischen Funktion bel Startwert 125, folgt aus dem
Zahler 18750000/125 = 150000, oder durch Einsetzen eines hohen Wertes in die Funktion.
Hier ist also eine Séttigungsgrenze von 150 Millionen verkauften i Pods verwendet worden.
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h)
Gefragt ist hier nun die Wendestelle der Funktion p(x). Hierfur
wird zunéchst eine Funktion definiert (vgl. oben und Abb.9).
Durch Berechnung der Nullstelle der 2. Ableitung erhélt man
X~ 20,2

[[ % Edit Aktion Interaktiv

o T ]l R
) 85126, 88475 -
Define flarl= T
143914, 515342 ¢ 9= 4304876781 -
dane
fi2ln
T3234.87849
FL220
TT357.02485
(230
26147.71921
Define plxa= 18?59@8_3 =51
125+149g75xg -5 X
dane
42
snlue(—zﬁp(x))=la, xh
dx
{x=28.19727295] |
had
Algeb Dezimal HReal Bog ]
Abbildung 9

Hinwels. Der Solve-Befehl befindet sich im Aktionsmeni unter
Gleich./Ungleich.. Die 2. Ableitung kann mithilfe der 2D-
Tastatur — CALC eingegeben werden.

Die Werte sollten al'so ab Quartal 1/2007 schon wieder leicht
rucklaufig sein.  (Was sie allerdings nicht ganz sind.)
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