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7.2 Anwendungsaufgaben Nr. 3: Welterddlférderung a’+b?=c?

Materialborse Mathematik

Zeichenerklarung: [ ] - Driicken Sie die entsprechende Taste des Graphikrechners!
[ 1° - Driicken Sie erst die Taste [SHIFT] und dann die entsprechende Taste!
[ 1*- Driicken Sie erst die Taste [ALPHA] und dann die entsprechende Taste!
Wachstumsvorgange

Im Statistik-Modus des Graphikrechners lassen sich statistische
Daten, die den zeitlichen Verlauf einer Grof3e beschreiben, einge-
ben, auswerten und graphisch darstellen. Eine graphische Dar-
stellung, beispielsweise in Form eines Streuungsdiagramms, lasst
sich einfach erstellen und bietet einen schnellen Uberblick.

Um die zeitliche Abhangigkeit der GréRe zu untersuchen, stehen
eine Reihe von Regressionen zur Verfligung. Fir den Funktionstyp
der Regression lassen sich eine lineare Funktion, Sinusfunktion,
logarithmische Funktion, Exponentialfunktion, logistische Funktion,
oder verschiedene Potenzfunktionen wahlen. Der Graphikrechner
ermittelt dann eine Funktion des entsprechenden Typs, von dem die
Datenpunkte mdoglichst wenig abweichen. Figt man den Graphen
einer Regressionsfunktion in die graphische Darstellung der
Datenpunkte ein, kann man beurteilen, inwieweit ein funktionaler
Zusammenhang den zeitlichen Verlauf der GrofRe beschreibt.
Darliber hinaus lassen sich mit Hilfe einer Regressionsfunktion
weitere Werte der Gr63e zu gegebenen Zeiten vorhersagen.

7.2 Anwendungsaufgaben Nr. 3: Welterdolférderung
Die Tabellen zeigen den Umfang der Welterdolforderung von 1880
bis 1980.

Jahr  Rohdlforderung Jahr  Rohdlforderung

in Mio. Barrel in Mio. Barrel

1880 30 1955 5626

1890 77 1960 7674

1900 149 1962 8882

1905 215 1964 10310

1910 328 1966 12016

1915 432 1968 14104

1920 689 1970 16690

1925 1069 1972 18584

1930 1412 1974 20389

1935 1655 1976 20188

1940 2150 1978 21922

1945 2595 1980 21732

1950 3803
a) Veranschaulichen Sie den Verlauf der Olfoérderung von 1880 bis

1980 durch eine Grafik.
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Eingabe der Daten in Listen

Im Hauptmenill gelangen Sie mit der Taste [ 2 ] in den Statistik-Modus.

Dort geben Sie die Jahreszahlen in Liste 1 ein und die Zahlen der
Roholférderung in Mio. Barrel in Liste 2.

Es ist zweckmalfig, zunadchst alle Daten von Liste 1 einzugeben und
anschlieBend die von Liste 2. Es ist darauf zu achten, dass kein
Eintrag vergessen wird, damit die zugehotrigen Wertepaare jeweils in
einer Zeile stehen.

[T][8][8][0] [EXE] [LI8][91[0]  [EXE]
[LI09100][0] [EXE] (L9051  [EXE]
A

[TI9][81[0] [EXE]

[™]

[3]00] [EXE] [7]07] [EXE]

[TI04]109] [EXE] (210105 ] [EXE]
A

[2ZI0LI07103102] [EXE]

Graphische Darstellung der Daten

Im Statistik-Editor driicken Sie die Tasten [F1] (GRPH) [F6] (SET), um die
Einstellungen fiir eine graphische Darstellung der Daten festzulegen.
Verwendet werden soll die rechts abgebildete Standardeinstellung, bei
der die Werte der Liste 2 auf der y-Achse in einem Streuungsdiagramm
iiber den Werten der Liste 1 auf der x-Achse aufgetragen werden.
Entsprechen die Einstellungen von Graphik 1 noch nicht der Standard-
einstellung, konnen Sie mit den Cursor-Tasten [V ] bzw. [A] eine
Rubrik hervorheben und mit den Funktionstasten die gewlinschte
Einstellung vornehmen.

Mit den Tasten [EXIT] [SET UP]® rufen Sie das Set up auf. Besteht in
der ersten Rubrik noch nicht die Einstellung Stat Wind :Auto,
wihlen Sie diese mit der Taste [F1] (Auto), damit der dargestellte
Bildbereich automatisch festgelegt wird.

Die Abstédnde der Markierungen auf der x- bzw. y-Achse werden
nicht automatisch festgelegt, sondern richten sich nach den Werten,
die beim Betrachtungsfenster in den Rubriken scale eingestellt
sind. Diese lassen sich bei Bedarf &ndern. Gunstig sind z.B. auf der
x-Achse der Wert 10 und auf der y-Achse der Wert 1000.

Mit den Tasten [EXIT] [F1] (GPHI) lassen Sie das Streuungsdiagramm
erstellen.
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Mit Hilfe der Trace-Funktion konnen Sie die Koordinaten der Daten-
punkte anzeigen lassen.

b) Beschreiben Sie diesen Verlauf naherungsweise durch eine
geeignete Funktion.

Exponentielle Regression

Das Streuungsdiagramm ldsst vermuten, dass die Rohdlforderung in etwa
exponentiell wichst. Um den Verlauf ndherungsweise durch eine
Funktion zu beschreiben, bietet der Graphikrechner eine exponentielle
Regression an. Diese liefert eine Exponentialfunktion y = a‘ebx, deren
Graph von den Datenpunkten moglichst wenig abweicht.

Bei der Graphik befindet sich unterhalb des Streuungsdiagramms das
Regressions-Menl. Mit den Tasten [F6] (>) [F2] (Exp) rufen Sie die
exponentielle Regression auf.

Die exponentielle Regression liefert die Parameter a = 2,4881-10_52 und
b =0,06519944

Die Roholforderung F(t) in Mio. Barrel lisst sich in Abhéngigkeit von
der Jahreszahl t also durch folgende Funktion ndherungsweise be-
schreiben.

F(t) - 49.10—52 e 0,065199 t
F(t) = 2,49-1072 - 1,06737 '

bzw. F(t)=2,49-10"7 - 1,06737 ¥ . 106737471880
F(t)=42,5-1,06737"" mit to= 1880

Die Basis sollte nicht zu stark gerundet werden, da sonst bei grof3en
Exponenten grol3e Rundungsfehler auftreten kénnen.

Der Vorteil einer Regression besteht darin, dass alle Datenpunkte
berticksichtigt werden. Ohne Regression kénnen die Schiler eine
Exponentialfunktion F(t) = F(t,) g% bestimmen, indem sie zwei
Wertepaare verwenden. Beispielsweise ergeben die Wertepaare
(1880/30) und (1980/21732):

1

q= ( FF((:)))W: 1,06807 und F(t) =30 -1,06807" % .
0

Sie rufen mit der Taste [F5] den Meniipunkt COPY auf, um die
Regressionsfunktion in den Graphik-Editor zu kopieren. Durch Driicken
der Taste [EXE] wird sie in der hervorgehobenen Zeile gespeichert. So
konnen Sie die Regressionsfunktion spéter im Graphik- oder Tabellen-
Modus verwenden.

|La3 |[Ex=p [Fwre [BUAE | Sk | [+

GEr-arkh Func

To Store :[EXE]
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Um den Graphen der Regressionsfunktion in das Streuungsdiagramm
einzufiigen, rufen Sie mit der Taste [F6] den Meniipunkt DRAW auf.

Die exponentielle Regression approximiert die Datenpunkte gut, wenn
man von den letzten Datenpunkten absieht. Es ldsst sich erkennen, dass
sich das Wachstum der Roholférderung Mitte der 70er Jahre verlang-
samt. (Olkrisen).

¢) Berechnen Sie mit dieser Funktion die Férderungswerte 1980 bis
2000 und vergleichen Sie diese mit den tatsachlichen Werten.

Berechnung von Férderungswerten im Tabellen-Modus

Wenn eine ganze Reihe von Funktionswerten der Regressions-
funktion berechnet werden sollen, ist die Verwendung des Menus fur
statistische Schatzwerte im Run-Modus aufwendig. Sinnvoller ist es,
den Tabellen-Modus zu verwenden.

Um mit Hilfe der Regressionsfunktion Forderungswerte fiir die Jahre
1980 bis 2000 zu erhalten, wechseln Sie mit den Tasten [MENU] [ 7 ] in
den Tabellen-Modus. Die Regressionsfunktion F(t) befindet sich bereits
in der 1. Zeile des Tabellen-Editors.

Um die Jahreszahlen festzulegen, fiir die die Rohdlférderung berechnet
werden sollen, rufen Sie mit der Taste [F5] (RANG) die Tabellen-
bereichsanzeige auf. Sie geben als Startwert 1980, als Endwert 2000 und
die Schrittweite 1 ein.

[T]9][81[0] [EXE]
[2][0]0][0] [EXE]
[1] [EXE]

Mit den Tasten [EXIT] [F6] (TABL) lassen Sie die Wertetabelle erstellen.

Mit Hilfe der Cursor-Taste [ ¥ ] konnen Sie die zundchst nicht sichtbaren
Zeilen der Wertetabelle anzeigen lassen.

Der Inhalt des hervorgehobenen Tabellenfeldes wird rechts unten im
Display genauer angezeigt.

In der folgenden Tabelle sind die aufgrund der Regressionsfunktion
berechneten Werte und die tatsdchlichen Werte der Welterdolférderung
(Quelle: Fischer Weltalmanach 1983-2003) aufgefiihrt.

Werte zur Erdolforderung werden héufig in Tonnen angegeben. Eine
Masse von 1 Tonne entspricht in etwa einer Menge von 7,33 Barrel.
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Jahr berechneter Wert tatsachlicher Wert tatsachlicher Wert

in Mio. Barrel in Mio. Barre€ in Mio. Tonnen
1980 28911 22423 3059
1981 30859 21289 2904
1982 32938 20435 2788
1983 35157 20187 2754
1984 37526 20722 2827
1985 40054 20245 2762
1986 42752 21382 2917
1987 45633 21330 2910
1988 48707 22203 3029
1989 51989 22554 3077
1990 55491 23119 3154
1991 59230 23090 3150
1992 63220 23229 3169
1993 67479 23207 3166
1994 72026 23478 3203
1995 76878 24089 3286
1996 82058 24963 3406
1997 87586 25470 3475
1998 93487 25744 3512
1999 99785 25305 3452
2000 106508 26378 3599

Die tatsdchlichen Forderungswerte weichen stark von den Werten ab,
welche mit Hilfe der Regressionsfunktion berechnet wurden. Das
exponentielle Wachstum von 1880 bis ungefdhr 1974 setzt sich nicht
fort. Da die Olvorrite begrenzt sind, ist ein unbeschrinktes expo-
nentielles Wachstum natiirlich nicht moéglich. Seit Mitte der 70er Jahre
wichst die jahrliche Erddlférderung nur noch sehr langsam. Die
Notwendigkeit, Energie zu sparen, und die Suche nach alternativen
Energietragern tritt in den Vordergrund.

Es kann fir die Schiler schwierig sein, die tatsachlichen Forde-
rungswerte fur die Jahre 1980 — 2000 zu recherchieren. Es reichen
aber schon die Werte fir ein paar Jahre, um zu erkennen, dass die
Regressionsfunktion ungeeignet ist, die tatsachliche Olférderung ab
1980 zu beschreiben.

d) I'm Jahr 2000 wurden 3,6 Milliarden Tonnen Erdol gefordert; die
zu diesem Zeitpunkt noch verflgbaren und wirtschaftlich
abbaubaren Olvorrate wurden auf 145 Milliarden Tonnen
geschétzt. Entwerfen Sie Szenarien fir den Fall, dass die
Entwicklung aus den Jahren 1880 bis 1980 sich fortsetzt, den Fall,
dass der Jahresverbrauch ab 2000 konstant bleibt, und fir den
Fall, dass er jahrlich um 3% gesenkt werden kann. Veran-
schaulichen Sielhre Ergebnisse.
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Anmerkung zu den Werten

Die in der 1. Auflage des Buches angegebenen Werte (3 Millionen
Tonnen bzw. 145 Millionen Tonnen) stimmen in ihrer Gré3enordnung
nicht und wurden ersetzt.

Jahrliches Wachstum der Olférderung um den Faktor 1,0674

Wenn die Erdolférderung exponentiell wéichst wie in den Jahren 1880-
1980, steigt die Forderungsmenge jahrlich in etwa um den Faktor 1,0674.
Mit dem Anfangswert von 3,6 Milliarden Tonnen im Jahr 2000 ergibt
sich fir die Forderungswerte F in Milliarden Tonnen in Abhéngigkeit
von der Jahreszahl t:

F(t)=3,6-1,0674 2. (t > 2000)

Um abschitzen zu konnen, wie lange die Olvorrite reichen, ist es
erforderlich, die Summe der jéhrlichen Forderungswerte zu berechnen,
welche die Gesamtforderung seit dem Jahr 2000 angibt. Da sich im
Rekursions-Modus nicht nur Folgenglieder, sondern auch Summen von
Folgengliedern anzeigen lassen, ist es sinnvoll, die Funktion F(t) der
Forderungswerte als Folge a, im Rekursions-Modus einzugeben.

a, = 3,6 -1,0674 12000 (n > 2000)

Sie wechseln mit den Tasten [MENU] [ 8 ] in den Rekursions-Modus und
gelangen mit den Tasten [F3] (TYPE) [F1] (a,) zum Folgen-Editor fiir
explizite Darstellung.

Der Folgenindex, welcher beim Graphikrechner stets mit n bezeichnet
wird, ldsst sich mit der Taste [F4] (n) eingeben.

[3I0- 061 0xT0LIL-100I6]07]4]
[ATLCIF4]m [=1[2]00]0][0][)] [EXE]

Um festzulegen, welche Folgenglieder angezeigt werden sollen, rufen
Sie mit der Taste [F5] (RANG) die Tabellenbereichsanzeige auf. Als
Startwert geben Sie 2000 ein und als Endwert beispielsweise 2050, da
bei steigender Olférderung die angegebenen Olvorrite im Jahr 2050 mit
Sicherheit verbraucht sind.

[2][0][0][0] [EXE]
[2][0][5][0] [EXE]

Nachdem Sie mit der Taste [EXIT] zum Folgen-Editor zuriickgekehrt
sind, rufen Sie mit der Taste [SET UP]® das Set up auf. Damit neben den
Folgengliedern auch die Summen der Folgenglieder angezeigt werden,
wiéhlen Sie in der 1. Zeile mit der Taste [F1] (On) die Einstellung
Y Display:0On.
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Sie kehren mit der Taste [EXIT] erneut zum Folgen-Editor zuriick und . i Ean

lassen mit der Taste [F6] (TABL) eine Wertetabelle erstellen. E 5.E

In der linken Spalte wird die Jahreszahl n, in der mittleren Spalte die
Olforderung a, im Jahr n in Milliarden Tonnen und in der rechten Spalte

die Gesamtforderung iak vom Jahr 2000 bis zum Jahr n in Milliarden
k=2000
Tonnen angezeigt.

Mit Hilfe der Cursor-Taste [ ¥ ] konnen Sie die zundchst nicht sichtbaren
Zeilen der Wertetabelle anzeigen lassen.

Bei einer Olférderung von 3,6 Milliarden Tonnen im Jahr 2000 und
einem jihrlichen Wachstum um den Faktor 1,0674, reichen die Olvorriite
von 145 Milliarden Tonnen bis zum Jahr 2019. Im Laufe des Jahres 2020
werden sie aufgebraucht sein.

Analytisch lasst sich die Aufgabe unter Verwendung der geome-
n n+l1

trischen Summenformel qu = q—l_l 16sen.
k=0 -

Fur die Gesamtférderung vom Jahr 2000 bis zum Jahr n gilt:

En: 3610674200 = 36 .n—f)loi%ﬂk _ 36 1,0674 (1-2000)+1 _
k=2000 = 106741

Konstante Olférderung

Die Schiiler sollten erkennen, dass die Division der Olvorrate durch
die jahrliche Forderungsmenge direkt angibt, wie viele Jahre die
Olvorréte reichen. Es lohnt sich daher bei diesem Aufgabenteil nicht,
im Rekursions-Modus eine konstante Folge einzugeben und eine
Wertetabelle erstellen zu lassen.

Bei einer konstanten jihrlichen Olférderung von 3,6 Milliarden Tonnen
ab dem Jahr 2000 reichen die Olvorrite von 145 Milliarden Tonnen

134—65 ~ 40,28 Jahre lang, also bis zum Jahr 2039. Im Laufe des Jahres

2040 werden sie aufgebraucht sein.

Jahrliche Abnahme der Olférderung um 3%

Wenn die Olférderung jihrlich um 3% abnimmt, betrigt die Férderungs-
menge eines Jahres jeweils 97% der Forderungsmenge des voran-
gegangenen Jahres. Man erhélt sie also jeweils durch Multiplikation mit
dem Faktor 0,97. Mit dem Anfangswert von 3,6 Milliarden Tonnen im
Jahr 2000 ergibt sich fiir die Forderungswerte a, in Milliarden Tonnen in
Abhéngigkeit von der Jahreszahl n:

a,=3,6-0,97 "2, (n >2000)

EREIDEL - COHYG-PLT]

2001 3.BU2E M. UUZE

2002 U. 1016 11.54U

2003 Y.378 15.922
ZHER

an=l.6x1. 86747 Cn—2ZEA
[ An cdn

2018 11.EUE 131.08
2019 12.u31 [TENT:
2020 13.269 156."2
2021 I1Y. 163 170.89

3.45H7249
[Fita [ - CHIG-FLTD
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Nachdem Sie mit der Taste [EXIT] zum Folgen-Editor zuriickgekehrt Recursign _
sind, heben Sie mit der Cursor-Taste [ A ] die 1. Zeile hervor und ersetzen W
die eingegebene Folge durch die neue.
(> 10> ][> ][> ](»] (0] [»] [9][7][DEL][DEL]  [EXE]
I5E+CADEL ITYPEL 1 JRAHG]IEEN
Mit der Taste [F5] (RANG) rufen Sie die Tabellenbereichsanzeige auf.
Den Startwert von 2000 behalten Sie bei. Damit die Speicherkapazitit
des Graphikrechners nicht tiiberschritten wird, sollte der Endwert Table Eanze n
maximal 2250 betragen. Slartt oHEH
[V]
[2102][5100] [EXE]
Sie kehren mit der Taste [EXIT] zum Folgen-Editor zuriick und lassen
mit der Taste [F6] (TABL) eine Wertetabelle erstellen.
Mit steigenden Jahreszahlen werden die Forderungswerte immer geringer n dn__ _Edn
und nidhren sich dem Wert 0. Es ldsst sich vermuten, dass die ::ﬂ; :':E:: :::'::
Gesamtforderung seit dem Jahr 2000 beschrénkt bleibt. aaug |.BE-3 I19.194
! l.7E-3 11984
22508
Dies lasst sich analytisch unter Verwendung der geometrischen Sum- [EEEIDEL J - COHG-PLT,

n n+l
menformel qu = q_ll nachpriifen.
k=0 q-

Fiir die Gesamtférderung vom Jahr 2000 bis zum Jahr n gilt:

n 1n—2000 (n=2000)+1 _
336097520 = 36. 3097 =362 1
k=2000 k=0 0,97-1
(n-2000)+1 _ _
lim 3’6.M - 3’6.L - 120
e 0,971 ~0,03

Bei einer Olférderung von 3,6 Milliarden Tonnen im Jahr 2000 und einer
jéhrlichen Abnahme um 3%, reichen die Olvorrite von 145 Milliarden
Tonnen ewig, da insgesamt nicht mehr als 120 Milliarden Tonnen
gefordert werden.
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