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Gruppentests
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Zur Bekampfung einer Virusepidemie wurden
von vielen Personen Proben genommen, die
in einem kosten- und zeitintensiven Verfah-
ren einzeln getestet wurden. Eine glnstigere
und schnellere Methode kann es sein, jeweils
die Halfte des Probenmaterials von mehreren
Personen zu vereinen und diese neue Probe
zu testen. Dieses Verfahren wird Gruppentest
genannt. Ist das Ergebnis negativ, kann davon
ausgegangen werden, dass auch das Tester-
gebnis jeder einzelnen Probe negativ gewe-
sen waére. Ist es hingegen positiv, missen alle
Proben einzeln getestet werden. Daraus ergibt
sich die Frage, wie viele Proben in einem ers-
ten Test gemeinsam untersucht werden soll-
ten, damit dieses Verfahren vorteilhaft ist.
Ganz sicher hangt die Anzahl der zu einem
Gruppentest zusammengefassten Proben
davon ab, wie hoch die Infektionsrate in der
Testgruppe a priori eingeschatzt wird. Bei
einer Infektionsrate von 50% und mehr ist
selbst das Zusammenfassen von zwei Pro-
ben zu einem Gruppentest nicht sinnvoll,
doch bei einer sehr niedrigen Infektionsrate
kann es sinnvoll sein, auch 100 Proben zu-
erst gesammelt zu testen.

Daher zundchst eine allgemeine Uberle-
gung zu diesem Sachverhalt: Angenom-
men, die vermutete Infektionsrate sei
x (0<x<1) und es werden N Proben in einem
ersten Test gemeinsam getestet. Dann ist
die Wahrscheinlichkeit flir ein negatives
Ergebnis dieser Untersuchung (1-x)". Sollte
das Ergebnis positiv ausfallen (die Wahr-
scheinlichkeit dafir ist 1-(1-x)"), dann
wirden anschlieBend N Einzeltests durch-
gefihrt. Insgesamt ist der Erwartungswert
fur die Anzahl der durchzufiihrenden Tests:
1+ N-{1-(@-x)").

Die Eingangsfrage nach der sinnvollen An-
zahl N der zusammengefassten Proben
bedeutet, dass der gerade ermittelte Er-
wartungswert keinesfalls groBer als N sein
darf. Es ist daher die Gleichung:

1+N-(1 - (1-x)")=N bzw.

N-(1-x)"-1=0

nach N zu l&sen.
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solve(N(1-x)}"N-1=0, N}
{N{=x+1)=1, N=0}
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Das klappt leider nicht. Eine Ldsung nach x
ist hingegen leicht méglich:
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solve (Nx (1-x) “N-1=0, x)
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Das eroffnet die Chance, die gesuchten
Zahlenpaare aus einer Grafik abzulesen.

™

Daflr wird der Graph der Funktion
flyy=1- % gezeichnet.

Auf der horizontalen Achse ist der Umfang
des Gruppentests (N) und auf der vertika-
len Achse die Infektionsrate x aufgetragen.
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Dem Graph ist zu entnehmen, dass bei
einer Infektionsrate von ca. 7,5% das Zu-
sammenfassen von 50 Einzelproben zu
einem Gruppentest noch sinnvoll ist. Bei
einer Rate von 20% ist das gemeinsame
Testen von 10 Einzelproben noch sinnvoll.
Auch mit dem FX-991DE X kann die Auf-
gabe gel6st werden. Wird die Infektions-
rate mit A bezeichnet und die Anzahl der
maximal sinnvollen Zusammenfassung zu
einem Gruppentest mit x, dann lautet die
Gleichung ﬁ = ix

1 v‘PxE] A
T-A= 1%

x= 68, 25383557
L-R= 0

Mit SOLVE kann diese Gleichung fiir ver-
schiedene Werte von A geldst werden.
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0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,10 | 0,14 | 0,21 | 0,27 | 0,29 | 0,30

N=x| 683|553 |459 3326/ 19,8 | 9,6 | 53 | 4,17 | 3,56

Das beantwortet aber nur die Frage, wie
viele Proben sinnvollerweise maximal zu-
sammen in einem ersten Gruppentest un-
tersucht werden. Interessant ist hingegen
der minimale Erwartungswert bei einer be-
kannten Infektionsrate:

Wie viele Proben sollten bei einem ersten
Gruppentest gemeinsam untersucht wer-
den, um mit moglichst wenigen Proben
insgesamt auszukommen?

Angenommen, es sind 120 Proben zu unter-
suchen, dann ist der minimale Wert des Terms
Anzahl der zu erwartenden Tests =

=21+ N-(1-(1-A") gesucht.

vy B A
—I%Q( 1+B(1-(1-4)8)

55, 93151731

Mit dem FX-991DE X kdnnen mit der
CALC-Funktion Werte ermittelt werden,
z.B. flir A= 0,06

Erwar-
tungs- |119,1|112,9|105,3| 91,2 | 80,6 | 67,4 | 572 | 56 | 56,3 | 60,3
wert

Fir A = 0,07 ergibt sich ein Minimum bei
N = 4 mit einem Erwartungswert von 60,21.
Bei einem Testumfang von 600.000 Tests
bedeutet das, dass nur etwa 301.000 Tests
durchgeflihrt werden mussten, wenn je-
weils zunéchst 4 Proben gemeinsam unter-
sucht werden. Der zeitliche Aufwand wurde
nahezu halbiert!

Die rechnerische Suche nach dem mini-
malen Wert des Terms mithilfe der Infini-
tesimalrechnung fllhrt zu der Gleichung
x?+In{1-a)-(1-a)+1=0. Diese ist leider
hochstens numerisch losbar, bei bekann-
tem Wert flr a.

Sehr anschaulich ist es aber, die Funktio-
nenschar zu untersuchen:
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Anmerkung:

Im April 2020 galten sechs bis sieben Pro-
zent der Corona-Tests in Deutschland als
positiv. Pro Woche wurden bundesweit bis
zu 500.000 Tests durchgefiihrt.
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