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Liebe Lehrerinnen und Lehrer,

es naht der 14. Marz 2020, der Tag, der
zum Welttag der Mathematik erklart wur-
de. Ein Thema der Beitrage dieser Ausga-
be ist daher 7: Im Titelbild und im Beitrag
dazu finden Sie Anregungen, wie an lhrer
Schule ein solcher Tag gestaltet werden
kann, auch die Knobelaufgabe behandelt
dieses Thema. Uber Riickmeldungen und
weitere Ideen fir einen ,Tag der Mathe-
matik“ freuen wir uns! Schon in den letz-
ten beiden Ausgaben wurden Beitrage
zur Bestimmung von T nach Archimedes
publiziert.

Weitere Beitrdge thematisieren: Eigen-
schaften der Exponentialfunktion, Mathe-
matik zur Windenergie oder den Nachweis
der Manipulation von Daten. Weiter erwar-
tet Sie die Regression an einem Beispiel
aus der Natur, ein theoretisches Experi-
ment zum Zufall sowie ein praktisches zur
Parabelgleichung. Aus Salzburg erreichte
uns ein Artikel, in dem die lange bekann-
ten Mischungsaufgaben in einem neuen
Licht didaktisch-methodisch angereichert
dargeboten werden. Ein sehr interessanter
Leserbrief erganzt einen Beitrag aus der
letzten Ausgabe.

Einen Uberblick tber Support-Angebote
finden Sie auf unserer Internetseite. Uber
Rickmeldungen zur Umsetzung der Auf-
gaben im Unterricht oder Anregungen zu
bestimmten Themen freuen wir uns! Auch
Beitrage sind herzlich willkommen, gern als
E-Mail an education@casio.de.

Ihr Redaktionsteam

i.A. CASIO

® Geschichte der Mathematik

3/14 - Der Tag der Mathematik

Autor: Gerhard Glas, Wo6hlerschule Frankfurt

Mathematik kommt aus dem Griechischen:
,die Kunst des Lernens”. Sie ist mit einer
3500-jahrigen Geschichte eine der altesten
Wissenschaften, ein wichtiges Kultur-
gut. Es gibt verschiedene Definitionen fur
Mathematik, jedoch keine offizielle. ,Mathe-
matik ist die Lehre des Strukturierens”
trifft es recht gut; sie dient zur Lésung von
Problemen des Alltags, zum Verstehen
komplexer Vorgange.

Von allen mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Konstanten dirfte wohl keine
inner- als auch auBermathematisch be-
kannter und intensiver untersucht worden
sein als die Kreiszahl 1. Die Verwendung

des griechischen Buchstabens kommt von
T (Peripheria) oder T (Perimetros — Durch-
messer) und ist seit Euler popular.

In nahezu allen Gebieten der Mathematik
ist sie von groBer Bedeutung. Von ihrer De-
zimalstellung sind Uber 31 Billionen Stellen
bekannt. Deswegen soll diese besondere
Zahl ihren eigenen Gedenktag bekommen:
den 14. Mérz, der wegen der amerikani-
schen Schreibweise des Datums als 3/14
fur die ersten drei Ziffern von T steht. An
diesem Tag wird weltweit der T-Tag gefei-
ert, schon seit 1986. Uberall werden an die-
sem Tag runde Kuchen gebacken und viele
Veranstaltungen durchgefihrt.
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Windenergie

Autor: Ralf Hoheisel, BBS-ME, Otto-Brenner-Schule, Hannover

Die Nutzung regenerativer Energien hat in
den letzten Jahren zunehmend an Bedeu-
tung gewonnen und wird mit Sicherheit
weiter vorangetrieben werden. Hierbei ha-
ben Windenergieanlagen (WEA) beson-
ders in Norddeutschland aufgrund gins-
tiger geografischer und meteorologischer
Bedingungen eine besondere Bedeutung.

In diesem Artikel sollen die mathematisch-
physikalischen Grundlagen der windener-
getischen Zusammenhéange erarbeitet und
visualisiert werden.

Insbesondere

e die Windleistung, die in der bewegten
Luftmasse enthalten ist.

e die Leistung, die von einer WEA abgege-
ben wird.

¢ die maximale Leistung einer WEA.

e der theoretische Wirkungsgrad
Windkraftanlage.
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Abb. 1: Darstellung der
Stromungsverhéltnisse einer WEA
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Abb. 2: Visualisierung mit dem ClassPad ||

. . . . . 1
Wind enthélt kinetische Energie, Wi, -5m-v’,
bzw. daw,-1dm?, mit der Masse dm=p-dv

und dem Volumen dV=A-ds. Damit ist
1 1

dem:Ep-dV»\/Z:E;yA-ds»vz.

Leistung ist Energie (Arbeit) pro Zeit, also

p Wy 1, ds o 1

= 2 vi=—p.Avv?
at 27w TP

1 3
Ry=—p-Av

Windleistung P, mit Wirkflache A, Luftdichte p
und der Windgeschwindigkeit v.

Soll dem Wind durch eine WEA Leis-
tung entzogen werden, so muss seine
Stréomungsgeschwindigkeit v verlangsamt
werden.

Py =P -F

P;: Windleistung vor der WEA, Windge-
schwindigkeit v,

P,: Windleistung nach der WEA, Windge-
schwindigkeit auf v, abgebremst

Das gelingt nur, wenn die Massenstrome
m, vor und m, nach der Leistungsentnah-
me gleich sind (Kontinuitatsbedingung).

r;v:%:] mit dm=p-dV =p-A-ds

y ds
m=p-A-—=p-A-v
P gt P
m=m, =m, = p-A-vi=p-Av, = A=A,

da die Dichte unverandert angenommen wird.

Andert sich die Windgeschwindigkeit
nach der WEA durch Leistungsentnah-
me, dann muss sich auch die Wirkflache
andern, es kommt zu einer Aufweitung
der Wirkflache.

Fir die abgegebene Leistung gilt dann:
Pay :%P'Aw v *%P'Az v,°

1 1
Pay :EP‘A1 Vv *EP'AZ Vo vy

Pa :%".7"’12 ’%".7“/22

Fas :%r;)»(vf ’sz)
Die Windgeschwindigkeit an der WEA (am
Ort der Leistungsentnahme) ist der Mittel-
wert aus v, und v, (Theorem von Froude
und Rankine), hier ohne Beweis.

-1
v=5i+v) damit gilt fir den Massenstrom

m=p A;:r;v:%p~A~(v'+v2)

Fir die Leistung folgt dann

1
P, :Zp-A-(v‘ +—v2)-(v‘2 —v22)

Leistungsabgabe in Abhéangigkeit der
Windgeschwindigkeit v, vor und v, nach
der WEA.

Die Zusammenhange wurden von Albert
Betz' 1926 erstmalig veroffentlicht.

|L= % (V=)= % (n*—vs%) (n - va) F]

Abb. 3: Im Original von Albert Betz
notierte Gleichung

1
Pab("z)=zp‘A'(V1 +v2)<(v12 *sz)

Windleistung in Abh&ngigkeit der Windge-
schwindigkeit v, nach der WEA.

Die mathematische Beschreibung der Leis-
tung in Abhangigkeit der Windgeschwin-
digkeit v, nach der WEA ist ein Beispiel fiir
eine ganzrationale Funktion 3. Grades, die
in der Technik Verwendung findet. Interes-
sant ist in diesem Zusammenhang die von
Betz gewadhlte Notation in Linearfaktoren-
schreibweise, die auch noch die 3. binomi-
sche Formel beinhaltet.

Wird die oben dargestellte Form durch Ein-
setzen von realistischen Werten fir p, A
und v, vereinfacht und ggf. auf die Herlei-
tung verzichtet, so eignet sich diese Funk-
tionsgleichung gut zum Einstieg in die The-
matik ganzrationaler Funktionen 3. Grades.

Abb. 4: Graph der Funktion P,,

Offensichtlich gibt es eine Windgeschwin-
digkeit v,, bei der die Leistungsabgabe ma-
ximal wird, dort gilt P}, (v,)=0.

Falls diese Funktion als Einstieg in ganz-
rationale Funktionen 3. Grades gewahlt
wurde, steht die Differentialrechnung noch
nicht zur Verfigung. Dennoch kann das
Problem durch eine graphische Bestim-
mung des Hochpunktes geldst werden.

P, (v,)=0 = %p»A-[(v‘2 7v22)+(v‘+v2)-(72v2)]:0
(vf7v22)+(v‘+v2)‘(72v2):0

v?-v,2 —2v,v, —2v,? =0

2 2 2 2 1 2
=3V, =2v, v, +v =0 = v, + vy, ——v° =0

3 3

Va,, =—%v1 + %vf +%v12 :—%w + gvf =—;—v1 i:%v' =

1 . . .
v, =3v und v.. =¥, wobei v, =, sinnlos ist.

Die WEA gibt ihre maximale Leistung ab,
wenn die Windgeschwindigkeit nach der
Anlage auf % der Windgeschwindigkeit vor
der Anlage abgebremst wird.

Wird die von der WEA abgegebene Leis-
tung P, ins Verhaltnis zur Windleistung ~,
gesetzt, dann ergibt sich der Leistungsbei-
wert c,, der sein Maximum bei vZ:%v‘ hat.

o - P, (v)

Der maximale Wirkungsgrad einer WEA,
unabhangig von der technischen Ausfiih-
rung, kann also nicht mehr als knapp 60 %
betragen.

' Albert Betz, Wind-Energie und ihre Ausniitzung durch Windmdihlen, 1926
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Anwendung stochastischer Matrizen:

Random Walks

Autor: Jurgen Appel, Deutschorden-Gymnasium, Bad Mergentheim

Durch den Einsatz des FX-CG50 sind im Be-
reich der stochastischen Matrizen mit den
sogenannten ,,Random Walks“ interessante
Aufgabenstellungen mdglich. Insbesondere
die schnelle und bequeme Berechnung von
Potenzen von Matrizen erleichtert die Be-
arbeitung der Aufgaben enorm, durch den
Einsatz des FX-CG50 kdnnen sogar stabile
Zustande bestimmt werden, ohne ein linea-
res Gleichungssystem I6sen zu missen.

Aufgabe 1:

Zweidimensionaler Random Walk

a) Ein ,elektronischer* Hamster wird
durch einen Zufallsgenerator gesteuert.
Nach einer fest gewéhlten Zeit wechselt
der Hamster den Raum. Der Hamster
kann nur in einen der Rdume wechseln,
wenn eine Tur vom bisherigen Raum
in diesen Raum fihrt. Der Hamster be-
vorzugt dabei keine der Tilren (d.h., die
Wahrscheinlichkeiten flr alle mdglichen
Tiren sind gleich verteilt).

Bestimme die Wahrscheinlichkeiten,
dass sich der Hamster auf lange Sicht im
Raum Nr. i befindet, in Abhangigkeit vom
Startraum.

Die Pfeile stehen fiir die Tlren

Zunichst wird die Ubergangsmatrix U
bestimmt. Die Ubergangswahrschein-
lichkeit aus Raum 1 in einen anderen
Raum betragt jeweils ;. Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit aus Raum i (i = 1) in
einen anderen Raum betragt jeweils %
Somit ergibt sich folgende Ubergangs-
matrix U:

o 1111
1 2933
RERE

U=|— = 0 = 0
13131
- 0 — 0 —
4 3 3
i1, 1,
4 3 3

Die Grenzmatrix wird mit dem FX-CG50
z.B. mit G~ U' bestimmt:
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0.1875 0.1875 0.

0.1875 0.1875 0.18%
0.1875 0.1875 0.187
0.1875 0.1875 0.187

[JUMP JDELETE

B Enbgfn] [k
Ans 1 2 3 4 >
1{ 0.25 0.26 0.26 0.25

2 0.1876 0.1875 0.1875
3| 0.1875 0,1876 0.1875 0,1875
4/ 0.1875 0,1876 0.1875 0.1876
6L0.1876 0.1876 0.1876 0.1876

Hatiie g
Anst 2 3 a 5
0.26 0.256 0.26 0.25}

1

2 0.1875 0.1875 0.1875 0.1875
3 0.1875 0.1876 0.1875 0.1875
4/ 0.18756 0.1876 0.1876 0.1875
BLO

.1875 0.1876 0.1875 m
-4

Da alle finf Spalten gleich sind, fiihrt jede
Startverteilung v, auf den gleichen stabilen
Zustand g, der als Spaltenvektor in G ab-
gelesen werden kann.

Unabhéngig davon, in welchem
Raum der Hamster startet, befindet
er sich auf lange Sicht mit der Wahr-
scheinlichkeit ; im Raum Nr. 1 und
mit = im Raum Nr. i (i = 2; 3; 4; 5).

E;|:»E;|nnz;|¢nz;|c»4s\.a

b) Jetzt befindet sich der ,elektronische”
Hamster in einem anderen Gebaude. Es
gelten nach wie vor die gleichen Bedin-
gungen fiir den Raumwechsel. Er startet im
Raum i (i = 2; 4; 5). Bestimme jeweils die
Wahrscheinlichkeit, dass der Hamster im
Raum 1 bzw. im Raum 3 ,gefangen® wird.

1 s
|2 — |

'3

Die Pfeile stehen fir die Richtungen,
in die die Turen passiert werden dirfen

Da der Hamster aus den Raumen 1 und 3
nicht herauskommt, ist die Wahrschein-
lichkeit aus diesen beiden Raumen zu
entkommen 0. Die Ubergangswahrschein-
lichkeit aus Raum 4 oder 5 in die Nach-
barraume betragt immer 0,5; diejenige flr
den Wechsel aus Raum 2 nach 1, 3 oder
4 jeweils § Alle anderen Ubergangswahr-
scheinlichkeiten sind null. Das ergibt:

11001 155458
3 2 11 1 1
0000% 000©O0O0
1 1 6 7 3
U= -1 = G=[1 = 0 — =
03 20 11101111
0%000 00O0O0TO
000%0 00O0©O0TO

Abb. 1: Ubergangsmatrix U (links) und
Grenzmatrix G ~ U'® (rechts)

In den Spalten 2, 4 und 5 ist die Wahr-
scheinlichkeit abzulesen, dass der Hamster
in Raum 1 oder 3 gefangen wird. Dabei ist
zu beachten, dass die Wahrscheinlichkeit
flr einen Start in den Raumen 2, 4 oder 5
jeweils ; betragt.

Wahrscheinlichkeit, dass der Hamster in
Raum 1 gefangen wird:

15+4+8 17

PM=3"91 "33

~ 05152 =5152%

Wahrscheinlichkeit, dass der Hamster in
Raum 3 gefangen wird:

Pty =+ 2273 18 04848 - 4848%
37 11 33
Aufgabe 2:

Dreidimensionaler Random Walk mit
»Schwerkraft“

Der ,.elektronische” Hamster kann sich jetzt
auch nach oben und unten bewegen. Die
Abbildungen zeigen den Grundriss der bei-
den Stockwerke des ,,Hamsterhauses*.

Fortsetzung auf Seite 4

3



Fortsetzung: Anwendung stochastischer Matrizen: Random Walks

Abb. 2: Oberes Stockwerk (links) und
unteres Stockwerk (rechts)

Die Raume, die eine gemeinsame Flache
haben, sind durch eine Tir (auch nach
oben und unten) verbunden. Alle Tlren
kénnen in beide Richtungen passiert wer-
den, der Hamster muss nach jedem Zeit-
schritt den Raum wechseln.

Die Randbedingungen sind:

¢ Die Wahrscheinlichkeit, dass der
Hamster eine Tir von oben nach unten
durchschreitet, ist doppelt so groB wie
die, dass er eine Tur auf dem gleichen
Stockwerk durchschreitet.
(-Schwerkraft 1)

e Die Wahrscheinlichkeit, dass der
Hamster eine Tlr von unten nach oben
durchschreitet, ist halb so groB wie die,
eine Tur auf dem gleichen Stockwerk zu
durchschreiten.

(,Schwerkraft 2)

e Bei Tlren gleicher ,Art“ (vertikal oder

horizontal) bevorzugt der Hamster keine.

Bestimme in Abhangigkeit vom Start-
raum die Wahrscheinlichkeiten, dass
sich der Hamster auf lange Sicht im
Raum Nr. i befindet.

Bestimmung der Ubergangswahrschein-
lichkeiten aus Raum 1:

Horizontal: P(1->2)=P(1->3)=a

Vertikal: P(1-> 5) = P(1->6) =b = 0,5a
Bedingung:
a+a+0,5a+0,5a=3a=1-)a=%

Analog wird der Ubergang aus den anderen
funf Rdumen bestimmt.

@® Produktneuheit

Die Ubergangsmatrix U lautet:

2 2 1 1
0 £ 29 12
152122
2022100
12219
2202100
u-|35 3
o 1112
55 4 4
1, 00 j, 0 1
i g1
200~ -0
6 6 4

Bestimmung der Grenzmatrix G~ U'® mit
dem FX-CG50.

Wath|DeglForm1) (d7c)Rea)
Ans _ 1 2 3 4 5
1 0.2608 0.2608 0.2608

2 0.2173 0.2173 0.2173 0.2173
3 0.2173 0.2173 0.2173 0.2173
4/ 0.1304 0.1304 0.1304 0.1304
6/ 0.0869 0.0869 0.0868 0,0869
6123

HathiDedForn]) (JFc]Resl
Ans¢__3 4 [ ]
2173 0.2173 0.2173 0.2173|

2| 0.

3 0.2173 0,2173 0.2173 0.2173

4(0.1304 0.1304 0.1304

5/ 0.0860 0.0869 0.0860 0.0869

6.0.0868 0,0869 0.0868 0,0869
3123

Da alle sechs Spalten gleich sind, fuhrt jede
Startverteilung v, auf den gleichen stabilen
Zustand g. g kann als Spaltenvektor in G
abgelesen werden.

m
»
Q.
=

Beispiel:

Unabhéngig davon, in welchem
Raum der Hamster startet, be-
tragt die Wahrscheinlichkeit, dass
er sich auf lange Sicht im Raum 2
befindet, . Die Wahrscheinlich-
keit, dass er sich auf lange Sicht
im Raum 6 befindet, betragt .

Ql
I
Bl o] w]og]od|o

Wie schon vorab zu vermuten war, bewirkt
die ,Schwerkraft”, dass die Wahrscheinlich-
keit fUr den Aufenthalt in einem der unteren
Raume (1, 2, oder 3) groBer ist als die flr ei-
nen Aufenthalt in einem der oberen Raume.
Zudem ist die Wahrscheinlichkeit, sich in ei-
nem der beiden groBen Raume aufzuhalten,
etwas groBer als die fir einen Aufenthalt in
den anderen Rdumen des gleichen Stock-
werks (die groBen Raume haben eine Tir
mehr als die kleinen Raume).

® Ratselecke

Der Buchstabe m kann im Bereich von
0 =x = 12 LE und einer maximalen Héhe
von 11,75 LE durch zwei Sinus-Funktionen
und vier Geraden dargestellt werden.

Gesucht ist die Flache dieses so darge-
stellten Buchstabens.
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DATA LOGGER ist die neue App auf lh-
rem CASIO FX-CG50 fur die elektroni-
sche Messwerterfassung. Sie wurde von
Grund auf neu entwickelt, um die optima-
le Kompatibilitdt mit dem CMA C-Lab und
den Sensoren der Firma CMA zu bieten.

Die neue Bedienoberflaiche macht die
Durchfihrung und die Auswertung
von Messungen nun deutlich einfa-
cher. Automatische Sensorerkennung,
einfache, praxisorientierte Einstel-
lungsmoéglichkeiten und der benutzer-
freundliche Export der Daten - auch
im CSV-Format - sorgen daflrr, dass
die Messungen deutlich komfortab-
ler werden. Dazu kommen neue M&g-
lichkeiten gegenlUber der bisherigen
Anwendung E-CON. Zum Beispiel kon-
nen Sie nun die Achsen des Graphen frei
konfigurieren. Eine Messung von Strom
(Y-Achse) Uber Spannung (X-Achse)
erfordert nun keine Konfigurationen in

der Tabellenkalkulation oder Statistik-
Anwendung mehr, sondern kann direkt
im DATA LOGGER ausgefihrt werden.
Ein Dateisystem sorgt dafir, dass Sie lhre
Experimente als Datei sichern kdnnen
und jederzeit wieder aufrufen kdnnen. In
Vorbereitung ist zudem eine Datenbank
mit vielen Experimenten, die einfach
zu starten sind.

Gerade wenn der Taschenrechner nicht
regelmaBig genutzt wird, wie zum Bei-
spielim Chemie- oder Biologieunterricht,
wird der neue DATA LOGGER lhnen den
Umgang mit elektronischer Messwerter-
fassung deutlich einfacher machen.

q
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Kein Problem mit dem Abfluss

Autoren: Peter Rieger, Universitat Leipzig; Elke Katz, Arwed-Rossbach-Schule Leipzig

Vorbemerkungen:

Das Auslaufen einer FlUssigkeit aus einem
Behalter beschaftigte bereits groBe Na-
turwissenschaftler und Mathematiker wie
Torricelli (1608 bis 1647), nach dem auch
das bekannte Ausflussgesetz benannt ist,
und Bernoulli (1700 bis 1782), der mit der
Bernoulli-Gleichung das Energieerhal-
tungsprinzip in der Mechanik der Fluide
beschreibt. Heute hat der Sachverhalt des
Auslaufens von Flussigkeiten inhaltlich
Eingang in Aufgaben fir die Mathematik-
und Physikausbildung gefunden. So las-
sen sich interessante Aufgaben erstellen,
die die Schilerinnen und Schuler analy-
tisch oder numerisch 16sen kénnen.

Im Rahmen eines féacherverbindenden
Unterrichts von Mathematik und Physik
kénnen neben theoretischen Uberlegun-
gen auch Experimente eingesetzt wer-
den. Das bietet die Mdglichkeit, experi-
mentelle Ergebnisse vor dem Hintergrund
theoretischer Uberlegungen zu interpre-
tieren; eine gute Gelegenheit, Mathema-
tik auf reale physikalische Sachverhalte
anzuwenden. Gleichzeitig kdnnen ver-
schiedene experimentelle Verfahren ein-
gesetzt und verglichen werden, was zu
einer besseren Vernetzung des Wissens
fihrt. Auch wird durch den Einsatz mo-
derner Mess- und Auswerteverfahren die
Medienkompetenz geférdert. Verwendet
werden hierbei das Mess-, Videoanaly-
se- und Auswertungsprogramm Coach 7,
das Messmodul C-Lab von CMA und der
ClassPad-Manager.

Das hier vorgestellte Projekt kann durch
Lernen an Stationen realisiert werden, was
auch die Sozialkompetenz férdert. Die
einzelnen Stationen werden im Folgenden
mit Aufgabe und Losung vorgestellt.

Aufgabenstellungen und Lésungen fiir
die Arbeit an Stationen

In Bodenndhe einer wassergeflllten Fla-
sche befindet sich ein Loch. Zu ermitteln
sind der zeitliche Verlauf des abnehmen-
den Wasserstandes in der Flasche und
die Ausflussgeschwindigkeit des Wassers
durch das Loch.

Theoriestation (Basis)

e | eiten Sie eine Beziehung fiir den zeitli-
chen Verlauf des Wasserstandes in der
Flasche her.

e Ermitteln Sie den zeitlichen Verlauf der
Ausflussgeschwindigkeit.

e Stellen Sie die Sachverhalte in einem
geeigneten Diagramm dar.

Abb. 1: Lésung (Skizze)

Durch Verwenden eines Kraft- und eines
Energieansatzes zur Berechnung der Aus-
flussgeschwindigkeit am Loch ergeben
sich die Beziehungen firr den austretenden
Wasserstrahl: y=—2%%x2 und v,=/2gh. Da
die auslaufende Flussigkeitsmenge zum
Absinken des Wasserspiegels flhrt, folgt
fir die Absinkgeschwindigkeit: vy=2—';vx, wo-
bei A;, und Ag die Innendurchmesser von
Loch und Flasche sind. Unter Verwendung
der Gleichungen =5t und %2 [2g1 lasst
sich eine Beziehung fir die Abnahme der
Hoéhe der Flissigkeit Gber dem Auslaufloch
ermitteln: =%~ ¢2v /2gh,t +h,, Wobei h, den
Flissigkeitsstand zu Beginn der Messung
angibt. V ist das Verhaltnis der Flachen des
Loches und der Flasche: V = i—; Der zeit-
liche Verlauf der Absinkgeschwindigkeit in
der Flasche ergibt sich durch Differenzie-
ren: vy=gV?t —V.\[2gh,.

Mit den durch Messen mit einem Lineal er-
mittelten Werten fir den Durchmesser des
Loches (d,= 4mm), den Innendurchmes-
ser der Flasche (dg= 75mm) und die Aus-
gangshohe der Flussigkeit Uber dem Loch
(ho= 0,12m) lassen sich die notwendigen
Berechnungen durchfiihren und der zeit-
liche Verlauf der Ausflussgeschwindigkeit
darstellen:

© Edit Aktion Interaktiv
n-‘-%[ e m[“’“’lﬂ’l'li- |'. r
dSolve (h*'==V+v2-g'h, t, h, t=0, h=h0)
2,542
{h="_§‘__v.t,m+hu}

£:=9.81
981
100

4 2
1A% - A g0 12
vagrgg Exi-gs VIE0 120,12

3488-x2 _8-V654-x, 3
Y=87890625 46875 25

d[_3488x? 8E5d-x, 3
dax\ 87890625 46875 '25
B976:x=15000:V 654
87890625

simplify (ans)
7.937137778E-5-x—4. 364530979e-3
Algeb  Dezimal Reell 2n |

Experimentierstationen

An den verschiedenen Experimentiersta-
tionen werden die Wurfparabel der aus-
flieBenden Flissigkeit, die zeitlichen Ver-
ldufe der Hohe der FlUssigkeitssdule in
der Flasche und der Ausflussgeschwin-
digkeit ermittelt.

Station Bildplot

e Bestimmen Sie die Ausflussgeschwin-
digkeit fUr verschiedene Flussigkeits-
sténde Uber der Auslaufstelle.

Der austretende Wasserstrahl und die
Hohe der Flussigkeit Gber dem Austritts-
loch werden fotografisch festgehalten.
Fir das spatere Kalibrieren sollte ein
Gegenstand bekannter Lange in dersel-
ben Ebene mit erfasst werden. Die Bilder
werden mit dem Bildplot-Tool des Class-
Pad-Managers ausgewertet. Daflir mis-
sen die Fotos mit der Picture-Converter-
Software (Picture Conversion Engine
for ClassPad Il) in das entsprechende
Format konvertiert werden.

£.00.1073,0.08771) nf

Vor der Auswertung ist das Kalibrieren
vorzunehmen. FiUr den hier abgebil-
deten Plot ergibt sich eine Funktion:
y(x) = —1,507x% + 0,05067x + 0,0696. Unter der
begriindeten Annahme eines waagerech-
ten Wurfes vereinfacht sich die Funktion
ZU y(x) = - 1,507¢%. Mit y(x) = —-%-x? ergibt

sich  eine  Ausstromgeschwindigkeit
Uy = 1,8?.

Station Videoanalyse

e Ermitteln Sie eine Beziehung fir den
zeitlichen Verlauf der Abnahme der
Flissigkeitshohe Uber dem Auslauf-
loch.

e Geben Sie eine Beziehung fir den
zeitlichen Verlauf der Absinkge-
schwindigkeit an.

Fortsetzung auf Seite 6
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® Fortsetzung: Kein Problem mit dem Abfluss

Zuerst wird ein Video aufgenommen, in
dem die Anderung der Fliissigkeitshéhe
wahrend des Auslaufvorganges gut
erkennbar ist. AnschlieBend wird es auf
den fUr die Auswertung durch Video-
analyse relevanten Teil reduziert und mit
Coach 7 geoffnet, welches hier als
Videoanalyseprogramm genutzt wird. Im
Menu des Videoanalysefensters wird die
Skalierung vorgenommen, das Koordina-
tensystem eingerichtet und die automa-
tische Punktverfolgung mit passendem
Suchbereich eingestellt. In einem ande-
ren Fenster muss noch das Diagramm fir
den durch die Videoanalyse generierten
Graphen eingerichtet werden.

F2i238

SEEEESEERE

Im Bearbeitungsment die Fit-Funktion aufru-
fen und einen quadratischen Fit des Graphen
vornehmen: h(t)=1,195- 1075¢2 — 0,0025 - ¢ + 0.1332.
Der Vergleich dieses experimentellen Er-
gebnisses mit dem der theoretischen Be-
trachtungen (h(t) =3,9689 - 10-5x2 —0.00436 - x +
012, h =222V [2Igh,t +h,) zeigt erhebliche
Abweichungen. Der Quotient aus dem ex-
perimentell  bestimmten  Flachenverhalt-
nisses V.x, und dem Wert der theoretischen
Betrachtung v = ()" hat den Wert 0,55. Das
Verhdlinis des experimentell bestimmten
Durchmesserverhéltnisses zum angenom-
menen Wert betragt 0,74. Die Ursachen
dafur liegen in dem hier nicht eingeflihrten
Abflussbeiwert und in den Messunsicherhei-
ten bei der Bestimmung der Innendurchmes-
ser, die in den theoretischen Betrachtungen
verwendet wurden. Daher wird der Korrek-
turfaktor 0,55 fir das Flachenverhéltnis ein-
gefuhrt. Mit ihm lasst sich der experimentell
ermittelte lineare Koeffizient im Rahmen
der Messgenauigkeit gut bestatigen:
V\[2gh, = 0,0043645 * 0,5 * J% =00023. Der veranderte
absolute Koeffizient h, wird dabei durch den
Faktor [%:2 beriicksichtigt.

Der zeitliche Verlauf der Absinkgeschwin-
digkeit und die maximale Ausflussge-
schwindigkeit durch das Loch ist in dieser
Abbildung hergeleitet:

& Edit Aktion Interaktiv

i[l. 195+10~9x2-0. 0025x+0. 1332)
2.39e-5-x-2.5e-3
2
(2.398-5x-2. 55-3)- 12 -2

703. 125-(2. 39e-5-x-2. §-3)
simplify (ans)
0.0168046875-x~1.7578125

n

Der durch Differenzieren der Fit-Funktion
gewonnene zeitliche Verlauf der Absink-
geschwindigkeit wird in Zeile 2 in den zeit-

lichen Verlauf der Ausflussgeschwindig-
keit umgerechnet, wobei auch der Korrek-
turfaktor angewendet wird. Es ergibt sich
eine maximale Ausflussgeschwindigkeit
von ca. 1,8 m/s™.

Station Kraftmessung

e Ermitteln Sie eine Beziehung fir den
zeitlichen Verlauf der Gewichtskraft einer
wassergeflillten Flasche wéahrend des
Auslaufens durch Kraftmessung.

e Ermitteln Sie aus dieser Messung
Beziehungen fiir die zeitlichen Verlaufe
der Flussigkeitshéhe in der Flasche und
der Absinkgeschwindigkeit.

e Bestimmen Sie die maximale Ausfluss-
geschwindigkeit.

Die geflillte Flasche wird am Kraftmesser
von CMA angehéngt. Uber das C-Lab wer-
den die Messdaten in einem Rechner mit
Coach 7 als Mess- und Auswerteprogramm
eingelesen.

Die vom Kraftsensor gemessene Kraft F ist
die Summe der Gewichtskraft der Flasche
mit Restwasser Fgr,, Und der Gewichts-
kraft der Wasserséule Uber dem Abfluss Fj,.
Diese ist proportional zur Hoéhe der
Flussigkeitssdule Uber dem Auslauf.

H'S _ _Fn _ F-Frrw
Es gilt: k() = 1= =—"2e,

Damit lassen sich aus den Messdaten alle
gesuchten Zusammenhange und GréBen
ermitteln.

0.0007x2-0. 1412%+9. 3658-1. 969
7E-4+x2-0, 1412x+7. 3968
0.0007x2-0. 1412x+9. 3658

z
1000251705
7-x2 _353-x 43329]
“40'[ 10000 2500 * 5000
8829+m

:_x(ans)
4.614754268E-6+(7-x-706)
simplify (ans)
3.230327988E-5-x-3, 258016513e-3

752
ans+ *2

5825-[ 28330461-x _ 23597263
877015000000 7242831000
8

simplify (ans)
| 0.02271324366-x-2. 200792861

In der Zeile 1 wird von der Fitfunktion F(t)
der konstante Anteil der Gewichtskraft
der Flasche mit dem Restwasser Fgrw
abgezogen, mit dem Cursor im Messdia-
gramm wird er bestimmt. In der Zeile 2
erfolgt die Berechnung der Funktion h(t)
aus F,(t). Das Differenzieren von h(t)
fidhrt zum  zeitlichen Verlauf der

Absinkgeschwindigkeit. In Zeile 5 wird
aus dieser der zeitliche Verlauf der
Ausflussgeschwindigkeit durch das
Loch berechnet, wobei auch hier der
oben bestimmte Korrekturfaktor flr
das Flachenverhaltnis verwendet wird.
Die maximale Ausflussgeschwindigkeit
betragt ca. 2,3 m/s.

Didaktische Anmerkungen

Das Vorhaben ist fur die Sekundarstufe 2
geplant, Erfahrungen im Umgang mit dem
ClassPad bzw. ClassPad Manager und
dem Mess- und Videoanalyseprogramm
Coach 7 werden vorausgesetzt.

Die Arbeit an der Basisstation dient dazu,
dass sich alle mit den theoretischen
Grundlagen vertraut machen. Der physi-
kalischen Analyse folgt eine mathemati-
sche Beschreibung, die zu einer Differen-
tialgleichung flhrt. Diese ist analytisch
|6sbar, sie kann aber auch mit dSolve im
ClassPad geldst werden. Im Theorieteil
sollte auf eine Ausgewogenheit zwischen
»,Kopfgebrauch“ und ClassPad-Einsatz
bei der Durchfiihrung von Berechnungen
geachtet werden. Bei den experimentel-
len Stationen kann dann aber der Class-
Pad als effizientes Rechenhilfsmittel zum
Einsatz kommen.

Wahrend die Basisstation zeitgleich von
allen bearbeitet wird, kann an den experi-
mentellen Stationen eine Differenzierung
erfolgen. Es ist nicht zwingend, dass alle
Stationen bearbeitet werden. Ideal ist es,
die Station Bildplot und eine der anderen
beiden Stationen nacheinander zu bear-
beiten. Hier werden grundlegende physi-
kalische Kenntnisse Uber den waagerech-
ten Wurf zur Bestimmung der Ausfluss-
geschwindigkeit angewandt. An beiden
anderen experimentellen Stationen erfolgt
eine Vertiefung und Anwendung des vorher
erarbeiteten Wissens.

An den Stationen Bildplot und Videoana-
lyse kénnen die Experimente durchgefihrt
und danach auf fertiges Bild- bzw. Video-
material zurtickgegriffen werden.

Der Vergleich der experimentellen Ergeb-
nisse mit den theoretischen Uberlegun-
gen fuhrt zur Einfihrung von Korrektur-
faktoren. Hier ist die Lehrperson gefragt,
um Impulse zu geben, zu moderieren und
zu helfen.

Fir das gemeinsame Abschlussplenum
kénnen Poster oder geeignete Prasenta-
tionen eingesetzt werden, die allen einen
Uberblick (ber die verwendeten Metho-
den, aufgetretene Probleme und deren
Lésungen geben. Insbesondere sollten die
experimentellen Ergebnisse verglichen und
diskutiert werden.




® Aufgabenbeispiel

Tabellenkalkulation

Autorin: Carina Ringler, Edertalschule Frankenberg

Teil des modernen Mathematikunterrich-
tes ist es auch, Kompetenz im Umgang
mit Tabellenkalkulationssoftware zu ver-
mitteln. Dazu ist es erforderlich, regelma-
Big mit dieser Software zu arbeiten. Da
der FX-991DE X ClassWiz eine einfache
Tabellenkalkulation anbietet, kann hiermit
der Einsatz der Tabellenkalkulation gut ge-
Ubt werden. Hier zwei Beispiele dafir:

Berechnung des Erwartungswertes (Sek. Il
Es wird ein gezinkter Wirfel betrachtet. Er hat
die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

[Augenzanl 1 [2 |3 [a |5 |6 |
[ plaz) [1/10]ys [u8 [ys [uys [2/5 |

e Bestimmen Sie den Erwartungswert.

Formel fiillen
Formel=A1xB1
Zellen:C1:C6

0:125] 0,375
0,125] 0,5]
0:125] 0,625

fenfsa ol

Hierzu wird mit MENU 8 der Tabellenkal-
kulationsmodus des FX-991DE X ClassWiz
aufgerufen und nicht etwa der Modus Ta-
bellen, der fur Wertetabellen gedacht ist.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wird in
die Spalten A und B eingetragen.

1:Minimum

2 Maximum
S:Mittelwert |
4 Summe

In der Spalte C werden die Produkte aus
der Augenzahl und deren Wahrscheinlich-
keit berechnet.

Dazu wird der Befehl ,Formel flllen® ge-
nutzt, den man mit der Tastenkombination
OPTN, 1 aufrufen kann.

S| 0,125] 0,625
[} 0.4 L4

Sum(C1:C6)

0:125] 0,625
: 2

CiE
O
&=
e
< N
L&

Hier sollen die Zellen C1 bis C6 mit den
Produkten aus den jeweiligen Zellen der
Spalten A und B gefiillt werden: Eingeben
der Formel =A1xB1; fir die ndchsten Zei-
len wird sie automatisch angepasst, da es
eine relative Zelladressierung ist.

Zur Bestimmung des Erwartungswertes
muissen noch die Werte in den Zellen
C1 bis C6 summiert werden. Der Sum-
menbefehl wird mit OPTN aufgerufen.
AnschlieBend den zu summierenden Be-
reich eingeben — und der WTR bestimmt
den gewlnschten Erwartungswert.

Berechnung eines Tilgungsplans (Sek. I)
Ein Kreditbetrag von 10.000€ wird mit
einer jahrlichen Rate von 1.000€ abbe-
zahlt. Die Zinsrate des Kredits liegt bei
4,9%. Erstelle einen Tilgungsplan und
finde heraus, wann der Betrag vollstandig
getilgt ist.

(0]
Formel fiillen
Formel=A1+1

=Al4+]

In der beschriebenen Losung fir die
ersten 15Jahre sind in Spalte A die
Anzahl der gezahlten Raten, in Spalte B
die im entsprechenden Jahr zu zahlen-
den Zinsen und in Spalte C der jeweilige
Restbetrag erfasst.

Um die Spalte A mit der Anzahl der Raten
zu flllen, kdénnen die Zahlen eingetippt
werden oder der Befehl ,Formel fillen®
wird genutzt.

Fo rlelln fillen
Formel=C1x0, 049
B B

2l
=C1x0, 049

In der Zelle B1 werden die Zinsen fir
das erste Jahr berechnet. Einzugeben
ist also 10000*0.049. In den weite-
ren Zellen dieser Spalte stehen jeweils
die Zinsen auf den Restbetrag, welcher
eine Zeile darlber in der Spalte C zu
finden sein wird. Dazu dient wieder-
um der Befehl ,Formel flllen®, dies-
mal mit der Formel =C1*0.049 in den
Zellen B2:B15. Da die Spalte C noch
keine Werte enthalt, wird in den Zellen
B2 bis B15 nun eine 0 angezeigt, diese
Werte werden jedoch aktualisiert,
sobald sich die Werte in der Spalte C
andern.

0]
Formel fiillen
Formel=C1-1000+B2

=C14-1000+B15

Die Spalte C soll, wie bereits erwahnt, den
jeweiligen Restbetrag angeben. Im ersten
Jahr berechnet dieser sich mit der Formel
=10000-1000+B1, da in B1 die Zinsen
des ersten Jahres erfasst sind.

Die Restbetrage der weiteren Jahre berech-
nen sich entsprechend, ausgehend vom
Restbetrag des Vorjahres. Uber ,,Formel fiil-
len mit der Formel =C1-1000+B2 werden
die Zellen C2:BC15 entsprechend geflllt.

In Zelle C15 ergibt sich ein negativer
Restbetrag. Der Kreditbetrag kann also
im 15. Jahr mit einer Restzahlung getilgt
werden.

Sollten die Schilerinnen und Schiiler den
Tilgungsplan fir zu wenige Jahre angelegt
haben, so lasst sich die Tabelle mithilfe des
Befehls ,,Kopieren & Einfligen“ erweitern,
dieser findet sich unter OPTN, einmal nach
unten klicken und 2.

Dies sind zwei Anwendungsbeispiele,
wie ich sie in meinem Unterricht bereits
probiert habe. Zu beachten ist, dass der
Tabellenkalkulationsmodus auf 45 Zei-
len und 5 Spalten begrenzt ist und der
Arbeitsprozessor eines Taschenrechners
nicht die Leistungsstarke eines Compu-
ters besitzt, es also bei groBen Tabellen zu
Verzdgerungen in der Berechnung kom-
men kann. Allerdings konnte ich bislang
alle Tabellenkalkulationsaufgaben, die ich
aus dem Schulalltag kenne und die keine
Diagrammerstellung erforderten, mit dem
FX-991DE X ClassWiz bearbeiten.

Die Bedienung der Tabellenkalkulation ist
zugegebenermaBen gewohnungsbeddrf-
tig, da sie ohne eine vollsténdige Tastatur
auskommen muss und sich daher auch
von der Bedienung eines Tabellenkalkula-
tionsprogramms unterscheidet. Ich halte
dies fUr einen Vorteil, da die Schilerinnen
und Schiler somit gezwungen sind, sich
mit dem Grundprinzip der Tabellenkalkula-
tion auseinanderzusetzen und nicht nur die
Bedienung ihres Lieblingsprogramms aus-
wendig zu lernen brauchen.




@® Blick ins Ausland

Lineare Regression mit der
» T hermometergrillet

Autor: Ludwig Paditz, HTW Dresden, Fakultéat Informatik/Mathematik

In amerikanischen Schulbtichern ist folgende
historisch belegte Aufgabenstellung zu finden:

Das Dolbearsche Gesetz beschreibt den
Zusammenhang zwischen der Umge-
bungstemperatur und der Zirprate einer
fast Gberall in den USA vorkommenden
Grille, der zu den Blutengrillen gehérenden
Oecanthus fultoni (Snowy Tree Cricket),
die deshalb auch als Thermometergrille
bezeichnet wird. Das ,Gesetz“ wurde vom
Physiker und Erfinder A.E. Dolbear (1837-
1910) formuliert und 1897 publiziert.

In der heute verwendeten Form miissen die
Zirprufe der SchneeweiBen Blitengrille le-
diglich 15 Sekunden lang gez&hlt werden.
Zu dieser Zahl wird 40 addiert, das ergibt
die Temperatur am Standort der Grille — in
Grad Fahrenheit.

Es sei N die Anzahl der Zirprufe pro min.
und T die Temperatur in °F.

In der aktuellen heutigen Form des ,,Geset-
zes" T =40 + N/4 steht der Term N/4 fiir die
Anzahl der Zirprufe in 15 sec.

Anhand von 15 Datenpaaren (x;, y;) wird
mithilfe der linearen Regression das Ge-
setz flr eine andere Grillenart untersucht
(x;: Anzahl der gemessenen Zirprufe (pro sec.);
yi: gemessene Temperatur in °F).

Dolbear nutzte fiir seine Formel von 1897
den Datensatz 1istT:={50,60,70} und
listN:={40,80,120}.

Er berechnete mit dem ,,Gesetz“ die Tem-
peratur fir N=100 Zirprufe/min: T=50+
(100-40)/4 =65 [°F].

Kontrolle mit dem ClassPad:

@ Datel Edit Einfigen Aktion
B ix]|4] B | A2y
Dolbear 1897:

listT:={50, 60, 70}
{50,60,70}
listN:={40, 80, 120}
{40,80, 120}
LinearReg listN, listT, 1, v1
done
y1(N)

N
2 +40

v1(100)
65

Dolbear erwahnte, dass sich bei Veranderung
der Zirprufe um 4 pro min die Temperatur um
1°F geandert haben muss, er beobachtete
damals die SchneeweiBe Blutengrille.

Der Datensatz von Pierce (1948)

Pierce geht in seinem Buch ,The Songs of
Insects“ darauf ein, dass unterschiedliche
Arten von Grillen mit verschiedenen Frequen-
zen zirpen, der lineare Zusammenhang — wie
von Dolbear vermutet — aber erhalten bleibt.

Die Daten wurden aus dem Schulbuch
sElementary Statistics“ von R. Johnson
und P. Kuby (11. Auflage 2012, ISBN 978-
0-8400-5389-3) entnommen, gemessen
wurde die ,Gestreifte Bodengrille“ (Striped
Ground Cricket, Allonemobius fasciatus):

listx:={20,16,19.8,18.4,17.1,15.5,14.7,17.1,
15.4,16.2,15,17.2,16,17,14.4}

listy:={88.6,71.6,93.3,84.3,80.6,75.2,69.7,
82,69.4,83.3,79.6,82.6,80.6,83.5,76.3}

Darstellung der Datenpunkte als Punkte-
plot in der x-y-Ebene:

© Zoom Analyse Cslc X

%
n |

Abb. 1: x-Achse gestreckt

Lineare Regression:
y(x)=25.2+3.3x

Stat. Berechnung

Lineare Regression
[ y=a-xtb |v

x

&0
[IET

{1T])

50

Abb. 2: Achsen unverzerrt

Auch fur diese Girillenart ist ein linearer
Zusammenhang gegeben, eine hohe Kor-
relation zwischen listx und listy besteht:
r=0.8351.

Das BestimmtheitsmaB (r2=69,7 %) sagt
aus, dass ca. 70 % des Zusammenhanges
von Zirprate und Temperatur durch das li-
neare Regressionsmodell erklart werden.
Die Streuung der Datenpunkte um die Re-
gressionsgerade kann zufallsbedingt sein
(z.B. Messfehler).

Fir das gegebene Datenmaterial bieten
sich weitere Aufgaben aus dem oben zitier-
ten Schulbuch an:

1) Describe the pattern displayed. (strongly
linearly increasing)

2) Using the linear equation, find the tem-
peratures that correspond to 14 and 20
chirps, the approximate bounds for the
domain of the study. (71°F and 91°F)

3) Does the range of temperature valu-
es bounded by the temperature values
found in part 2 seem reasonable for this
study? Explain. (Temperature range from
70°F to 90°F on summer nights.)

4) The next time you are out where cri-
ckets chirp on a summer night and you
find yourself without a thermometer, just
count the chirps and you will be able to
tell the temperature. If the count is 16,
what temperature would you suspect it
is? (78°F)

€ Datel Edit Einfilgen Aktiol
08

71.30763035

T

G BNE
v2(14)

v2(20)
91.05419488

Umrechnung von °F in °C

Define T_C(T_F)=1 1""832
done

T_C(71)

21.66666667
T_C(91)

32. 77777778
v2(186)

77.88981853
Algeb  Dezimal Reell 2n @m

Abb. 3: Mit der Funktion T_C(T_F) wird die
Temperatur von Grad Fahrenheit in Grad Celsius
umgerechnet; y2(Z) ist die aus der Regression
gewonnene lineare Funktion.
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@® Aktuelles Thema

Der Manipulation auf der Spur

Autor: Antonius Warmeling, ehem. Fichte-Gymnasium, Hagen

In der Facebook-Gruppe ,,Klimawandel“ geht
es um Theorien zum (menschengemachten)
Klimawandel, so zumindest lautet die Ankin-
digung. Unter den mehr als 1200 Mitgliedern
(Stand Okt. 2019) gibt es gefiihlt zwei Drittel
sKlimaskeptiker“, die mit den ,Klimahyste-
rikern® dartiber streiten, ob es den anthro-
pogenen Klimawandel Uberhaupt gibt und
ob alle Verdnderungen durch ,natirliche”
Schwankungen hervorgerufen werden. Da-
bei arbeiten viele nicht mit fairen Mitteln, wie
im folgenden Beispiel gezeigt wird.

wm we W m® mo @w ww mo w0 D0 w0 o
gatalal PO
£ 5Pz Greanang

Antonio hatte die Grafiken mit der Frage
»Was sieht man denn hier eigentlich?“ ge-
postet. An den vielen lachenden Smileys
war zu erahnen, dass er sich freute, unter
den Anhéngern des menschengemachten
Klimawandels mit seinen zwei gelben Pfei-
len Verwirrung zu stiften.

Der erste Gedanke: ,,Wieso fallende Tempe-
raturen, das sollte doch genau anders her-
um sein ...“. Das Wort ,,Greenland” in Abb. 1
verrat: Hier wird wieder der alte Bauerntrick
angewandt, mit lokalen Daten den Anstieg
der globalen Durchschnittstemperatur ne-
gieren zu wollen. Die Recherche zu GISP2
(Greenland Ice Sheet Project) ergibt: Die
Temperaturen sind aus einem Eisbohrkern
rekonstruiert. Auf der x-Achse sind 11000
bis 0 ,,years before now* eingetragen.

Aber welches Jahr entspricht dem Zeitpunkt
t=07? Die CO,-Konzentration in der zweiten
Grafik liegt bei 280ppm. Das ist der vorin-
dustrielle Wert, im Jahr 2019 werden schon
mehr als 410ppm gemessen. Daher mus-
sen sich die letzten rekonstruierten Daten
auf einen deutlich zurtickliegenden Zeitraum
beziehen. Auch das ist ein Ublicher Manipu-
lationstrick: Bei sehr groBen Zeitintervallen
ist der Nullpunkt gar nicht genau zu erken-
nen. Die Antwort auf den frechen Post:

Antonius Warmeling Die obere Grafik ist wieder mal ein Beispiel,

wie man mit irgendwelchen lokalen Daten (hier Gronland) versucht,
globale Veranderungen zu "widerlegen”. Nach meiner Kenntnis der
dortigen Temperaturanderungen wiirde es mich nicht wundern, wenn
die neueren Daten nur bis in die 70er Jahre des letzten Jahrhunderts
reichen. Wegen des MaBstab kann ich das aber nicht nachpriifen,
denn die Quelle wurde vorsichtshalber nicht genannt

Jetzt ist der Forschergeist geweckt, ,GISP2
Greenland®“ wird recherchiert. Wikipedia
liefert die folgende Grafik. Der Nullpunkt
wird hier mit 1950 angegeben und die Da-
tenlinie hort schon vor dem Nullpunkt auf.
Da in der Beschreibung des Bildes die Da-
tenquelle angegeben ist, kdnnen die Daten
heruntergeladen werden. Ergebnis: Die
letzte rekonstruierte Temperatur (-31,6°C)
bezieht sich auf das Jahr 1855 (1950-95).
Jetzt passt alles zusammen.

Temperature (°C)

Bau bt

- Lt
11000 10000 9000 BOCO 7060 600D 5000 4000 3000 2000 100D O
Years Before Present (1950)

Wie sind die Temperaturen heute in Grén-
land? Es heiBt doch, dass dort die Tempera-
turen im Vergleich mit dem vorindustriellen
Zeitraum besonders stark gestiegen seien.
Die Suche nach Messstationen in Grénland
ist erfolgreich: ,,Summit® misst seit 1989
die Temperaturen genau dort, wo der Eis-
kern zu den obigen Daten gebohrt wurde.
Die Temperaturdaten fir den 12-Jahres-
Zeitraum von 1987 — 1999 sind zugénglich.
Angegeben sind die Monats- und die Jah-
resmitteltemperaturen. Die Studie enthalt
zusatzlich noch interessante Informationen
im Hinblick auf die Auswirkungen des Pina-
tubo-Vulkanausbruchs im Juni 1991.

AVERAGE TEMPERATURE (K)
%

25 + + +
111987 111969

1991 141903 01995 111887 111988

DATE

Die Jahresdurchschnittstemperaturen la-
gen in den 12 Jahren zwischen 246K und
242K (letztere in den beiden Jahren nach
dem Vulkanausbruch), das entspricht
-27°C bis -31°C. Die Temperaturen sind
im Vergleich mit dem rekonstruierten Wert
von 1855 deutlich angestiegen.

Antonio hat seinen Post mittlerweile ge-
I6scht. Entweder hat er zu viel Gegenwind
bekommen oder sein Ziel erreicht, die
Klimahysteriker zu argern. Egal wie seine
Motivation war, solche Posts sollten nicht
unwidersprochen bleiben.

Umsetzung im Unterricht

Bildung soll beféhigen, aktiv an der ge-
sellschaftlichen Entwicklung teilzuhaben,
in der Lage zu sein, diese mindig mitzu-
bestimmen und auszugestalten. Dazu ge-
hort auch eine gute Medienkompetenz; in
den Zeiten, in denen soziale Netzwerke
ein wichtiges Kommunikationsmittel sind,
eigentlich unentbehrlich. In einigen Fallen
hilft da Mathematik durchaus weiter, wie an
dem obigen Beispiel gezeigt wurde.

Das Beispiel passt gut zur Kompetenzer-
wartung im NRW-Kernlehrplan: Die Schiler
sesen grafische statistische Darstellun-
gen kritisch und erkennen Manipulationen®
(Kompetenzbereich Stochastik). Naturlich
gelingt eine solche wertende Untersuchung
nicht in einer Stunde oder Doppelstunde, sie
ist eine Langzeitaufgabe. In NRW ist das sehr
gut mdéglich im Wahlpflichtbereich II, etwa in
einem Kurs ,Mathematik mit dem PC*.

Aufgabe

1 Formuliere, welche Information uns An-
tonio damit geben wollte. Wie ist deine
Meinung dazu?

2 Untersuche nun die Grafik genauer (Ach-
senbeschriftung, Uberschrift ...), klare
unklare Begriffe. Versuche herauszufin-
den, woher die Daten stammen und auf
welche Region sie sich beziehen.

3 Recherchiere die zugehdérigen Daten und
erstelle eine eigene Grafik.

4 Formuliere eine Antwort auf den Post.

Hinweis 1

Gib den Begriff GISP2 Greenland in eine
Suchmaschine ein = so kannst du die
Grafik im englischen Wikipedia finden.

Hinweis 2

In der Beschreibung zur Grafik Greenland
Gisp2 Temperature.svg findest du den Link
zu den Daten.

Daten 1

Mit dem Link aus Hinweis 2 kommst du zur
Seite Paleo Search.

e Wahle bei General Search - ice cores

e Und bei Advanced Search-> Alley, R.B.

Daten 2

Die heruntergeladenen Daten sind im
txt-Format. Du kannst sie z.B. mit Excel in
das xlsx-Format umwandeln.

Daten 3

Aktuelle Temperaturdaten der Station Summit
(Néhe Eiskernbohrung) findet man in Abb. 9:
https://journals.ametsoc.org/doi/full/10.
1175/1520-0450%282001%29040%3C07
41%3AADYOTO%3E2.0.CO0%3B2




@® Unterrichtseinheit

Die Sterilisation von Lebensmitteln

Autor: Dr. Jens Weitendorf, Universitat Hamburg

Um sterile Lebensmittel zu erzeugen, mus-
sen diese erhitzt werden. Das Problem
dabei ist, dass durch die Erhitzung auch
Vitamine zerstért werden. Diese beiden
Vorgdnge werden durch die folgenden
Funktionen beschrieben:

—14003
; in. — —(5,7190-10% e™ T )t
Vitamin: fr(t) = ag-e™™

—35792.
—(2,04681038-¢— T )t

Bakterie: g7 (t) = by - e

Gesetzlich vorgeschrieben ist, dass durch
einen Erhitzungsprozess die Anzahl der
Bakterien so zu reduzieren ist, dass der
Anteil nur noch 0,00001 % betragt. Daraus
ergibt sich die Frage, wie die Temperatur
T (in Kelvin) und die Sterilisationszeit ¢ (in
sec) zu wahlen sind, sodass mdglichst vie-
le Vitamine erhalten bleiben.

Da hier Prozentsatze vorgegeben sind, ist
die Wahl a, = by, = 1 sinnvoll.

Um der gesetzlichen Vorschrift zu genligen,
muss gr(t) = 0,0000001 sein. Auflésen der
Gleichung nach der Zeit t ergibt:

& Datei Edit Einfilgen Aktion
Bl[e] &l [

_14008
T a4

define 1(T, t)=e~ (5. 7190:101 1.0
done
_35792
define (T, t)=e—(2.0468-10%8.0 T ).t
done
solve (g(T, t)=10"7,t)
-1
[t 3579217 1y (5) >
29240000000000000000000000000000000 |
simplify (getRight (ans[11)

ey
(In(5)+In(2))-35792:T
29240000000000000000000000000000000000

3579
N (In(5)+In(2))+¢3579,
define Zeit(T)=3924000000000000000000000, |
done B4
Algeb Standard Reell 2n

Abb. 1: Definition der relevanten Funktionen

Da die Funktionen unUbersichtlich sind, ist
es hilfreich die entsprechenden Funktions-
graphen zeichnen zu lassen. Fiir den Uber-
blick sind Werte fiir 7=380 K bzw. 7=390 K
hilfreich (s. Abb. 2).

Zu erkennen ist, dass der Bereich zwischen
T=380 K und 7=400 K interessant ist; die
Abbildung lasst ein genaues Ablesen aber
nicht zu. Es ist daher sinnvoll, diesen Bereich
in die Tabellenkalkulation zu Ubertragen. Aus
Abb. 3 wird deutlich, dass mehr Vitamine er-
halten bleiben, wenn die Temperatur héher
und deswegen die Zeit kirzer ist. Exakte
Werte lassen sich im Rahmen des mathe-
matischen Modells nicht ermitteln. Welche
Temperatur gewahlt wird, hangt von den
technischen Méglichkeiten ab. Firmen hiten
die Werte teilweise als Betriebsgeheimnis.
Eine Meierei gab die Auskunft, dass sie eine
Temperatur von ca. 140°C wahlen. Fur eine
Zeit von ca. 5s bleiben dabei etwa 99,5%
der Vitamine erhalten.

Dieses Beispiel zeigt, dass nicht alle Opti-
mierungsprobleme mit der in der Analysis
Ublichen Methode zu l6sen sind. Dies ist
auch ein Beispiel fir die Notwendigkeit,
Funktionen in allen drei Darstellungsvarian-
ten zu diskutieren.

Fenster—Einst.
Datei Speicher
x-Logar [ |y-Logar
xmin ]
max :1000
Skala :100
Punkt :2.89189189189189
ymin  :-0.1
max 1.1

Ali. .n s

0K | ‘ Abbrechen ‘ | VYorgabe

© Edit Zoom Analyse
S I EE) 2 B A
[Biattt [Blatt2 [Blatt3 [Blattd [Blatts |
M v1=£(380,x)
§y2=5(380, x)
Bl v3=f (390, x)
Ml v4=5(390, x)

v5:0

v6:0

y7:0

Rl )

Abb. 2: Graphen der Zerfallsfunktionen

© Datei Edit Grafik Calc

& - [=]=[ [l 0|
A

[ [ a [ B ] €[ D
1 Temp Zeit Vitamin
|2 380B3a1.770.69798
|8 3814852.700.73394

3823872. 930.76620
383/3032. 460, 79496
38412377. 40 0. 82048
385/1866. 21 0. 84303
386/1466. 77 0. 86289
3871154, 270, 88034
|10 388/900.4630.89562
|11 389717.4580. 90899
|12 390/566.6780. 92067

13 391448.1260. 93086
|14 392354. 800 0. 93974

‘-a‘w- m[:-

w)| !

15 393(281. 244 0. 94747
16 394(223. 201 0. 95421

I

=Zeit (A2) [v]x
B2 6341.715003

© Datel Edit Grafik Calc

2] []=[ [Tl A

A [ B | © [ D
386 1466. 770. 86289
3871154.270. 88034
388/009. 4630, 89562
389/717.4580. 90899

390 566. 6780. 92067
391/448.126(0. 93086
392354, 80000, 93974
393(281. 2440, 94747
394/223.2010.95421
395177.244/0. 96007
396141.0720. 96517
397112, 84800, 96961
398/89.57530. 97347

209 71.49960.97683

400 57. 1358[0.97978]

=£(A22, B22) [v]x
lc22 0.737530095

Abb. 3: Erhalt des Vitamins fur
Temperaturen ab T=380 K

® Lehrerspezial

Den Kliimawandel mit Mathematik und
Naturwissenschaften besser verstehen

Klimadaten messen, Umweltstatistiken
nutzen und Klimaprognosen nachvollzie-
hen - um komplexe Sachverhalte zum
hochaktuellen Thema zu verstehen, sind
Mathematikkenntnisse gefragt. Im neuen
sLehrerspezial® bekommen Mathematik-
und MINT-Lehrkréfte fur ihren Unterricht ab
der 5. Klasse Anregungen rund um das
Themenfeld Klima. Ob Messungen der

10

Gewasserqualitdt und Modellierung von
Wetterdaten oder Integralrechnung mit
Temperaturverlaufen — das Lehrerspezial
bietet viele Beispiele fiir einen anschauli-
chen Matheunterricht, der an Interessen
der Jugendlichen anknlpft und dazu
beitragt, dass Schulerinnen und Schiler
die groBe Herausforderung ,Klimawandel*
besser verstehen.

Experimente unterstiitzen dabei, die physi-
kalischen Prozesse im Klimasystem nachzu-
vollziehen. Mit dem Messwerterfassungssys-
tem C-Lab und dem Grafikrechner FX-CG50
lassen sich Daten wie etwa CO,-Gehalt und
Temperaturen leicht messen und die
Entwicklung der Messwerte live verfolgen.
Zur aktuellen Lehrerspezial-Ausgabe:
www.casio-schulrechner.de/lehrerspezial




® Leserbrief

Dreieck im Parabelsegment

Autor: Dr. Wilfried Zappe, Goetheschule, lmenau

Zur Forschungsaufgabe ,Eine Explo-
rationsaufgabe aus der Analysis“ auf
Seite 10/11 in der letzten Ausgabe
hat uns folgender Leserbrief mit neuen
Erkenntnissen erreicht:

Fir zwei Punkte A und B auf einer Pa-
rabel y =f(x)=x2? ist der Punkt C
zwischen ihnen, der das Dreieck A BC mit
der gréBten Flache ergibt, derjenige Punkt,
an dem die Tangente parallel zur Geraden
durch A und B verlauft.

Aufgabe

Untersuchen Sie, in welchem Verhéltnis
der Flacheninhalt des maximalen Dreiecks
ABC zum Inhalt der Flache des Parabel-
segmentes steht, das die Gerade g(AB)
mit der Parabel y = x2 einschlieBt.

a) Weisen Sie diese Aussagen fir
A(-1;f(-1)) und B(2;f(2)) nach,
ohne digitale Hilfsmittel zu verwenden.

b) Weisen Sie diese AussagenfirA(a;f(a))
und B(b; f(b)) mit a < b nach. Nutzen
Sie lhr CAS.

Verwenden Sie zur Losung

1) das Vektorprodukt fiir die Berechnung
der Dreiecksflache,

2) die Tatsache, dass die Funktionen
f(x) und h(x) mit f(x) =k-/h(x) ein
lokales Extremum an derselben Stelle x,
besitzen, falls ein solches lokales Extre-
mum existiert.

Teilaufgabe a - ohne CAS

Der Flacheninhalt des Dreiecks ABC in Ab-
hangigkeit von ¢ kann Uber das Vektorpro-
dukt AC x AB ermittelt werden. Da das Vek-
torprodukt nur im R’ sinnvoll ist, werden die
z-Koordinaten der Vektoren null gesetzt, um
dreidimensionale Vektoren zu erhalten.

c+1 3 0 0

(S @ o) 2
0 0 3-(c+1)—-3-(c2-1) c—c?+2

(o)
c—c*+2

:%-‘/(c—cz+2)2 :z-lc

o o

Flacheninhalt: A,(c) = %

Y]

—c?2+2|

Da nur die positiven Werte von A,(c)
interessieren, wird die Funktion
y=h(x) = c—c?+2 auf lokale Extrema
untersucht:

h'(x) = 1—2c;damitisth’(x) = 1—-2c=0
fir c=2und n”(3)=-2<0

Priifung der Parallelitat

A(-1;1); B(2;4); C(c; c?): Anstieg m,
der Geraden g(AB): m; =2— =

Anstieg m, der Tangente an f(x):f‘(x)=2x,
alsom, = f’ (—)—2 1.1

Damit ist m; = m,, dle Gerade g(AB) ist pa-
rallel zur Tangente an die Parabel an der
Stelle c =,

Das Verhéltnis der Flacheninhalte

Der maximale Flacheninhalt des Dreiecks
it 4,() =2+t~ ()" +7| =Z. Die Gerade g(AB)
hat die Gleichung: y=m;-x+n=1-x+n.
Das Einsetzen der Koordinaten des Punk-
tesA(-1; 1) ergibtn=2,alsoy=x+ 2.
Der leécheninhalt des Parabelsegmentes:

1 1 2 9
= — x2 =|=-x2 ——-x3 ==
As forZ x? dx [2x+2x 3x 173

o aw . Ay 27fg 3
Damit ist das Verhéltnis ;- = 5, 4

Teilaufgabe b — mit CAS
Das Maximum der Flacheninhaltsfunktion

T— m‘l I vt

o S
V(a24p2-2.ab) - (a24c2-2eac)  (b-c) %
2

Define hie)=(a-b) 2x(c-a) 2x(bc)

done

Ay == |AC x 4B|

N =

Ap(c) = % J(a? + b? - 2ab) - (a% + % — 2ac) - (b — c)?
Der Radikand wird auf lokale Extrema un-
tersucht (binomische Formeln!):

h(c) =(a—b)?-(a—c)?-(b—rc)?

o Edit Axtlm Intaraktiv

done’

4
dc(ll(t‘))

T WOVSIY WSS TP IPIIC I T B T
solve(=2-at itzeatrc=2:ab I 42:bFecs2:0% b2 -geaBc >

[e=3+5 cob.cma
i]

Notwendige Bedingung:

Bilden der 1. Ableitung von h(c) und Berech-
nen ihrer NuIIsteIIen Die Nullstellen von h(c)
sind ¢ = 22 sowie c=a und o= b.

Wegen a<c<b ist nur ¢ = 2 von Interesse.

Hinreichende Bedingung:

h“(c) an der Stelle ¢ =u7+b bilden. Eine

Vereinfachung  ergibt  n" (%) = —(a - b)*.

Dieser Term ist immer negativ, an der Stelle
atb |. . .

¢ = = liegt ein lokales Maximum von h(x) vor.

Diese Stelle ist auch das lokale Extremum

von A4,(c). Da h(c) und 4,(c) dasselbe Vor-

zeichen haben, besitzt 4,(c) an der Stelle
a+b . .

c== ebenfalls ein lokales Maximum.

O Edit Aktion Intersktiv

e E3fom e [TET)

a2

)

2at42b%44:0% 11200 c+4-a-b3-12:6% -1 22 %4>

wc?izat o zbcinzabdie- 2t le=5

2at42:0%-6-2%- (atb)+4-2% b-6-b- (a+b) +4-a-b 343>

simplify (2+a442:b%-6-a%- (a+b) +4-27-b-6-b7- Ca+b) 4>
-ty

Ngeb _ Standard _Feell 2n |

Vergleich der Anstiege der Geraden
2(AB) und der Tangente an der Maximal-
stelle

Anstieg m, der Geraden g(AB): m; =2"“ = b +a
Anstieg m, der Tangente an f(x):f‘(x)=2x,
also m, =f' (%) =2-(2) =a+b. Da m, =

ist, sind die Gerade g(AB) und die Tangen-
te parallel.

Berechnung der Flacheninhalte
1) Das maximale Dreieck

© Edit Aktion Interaktiv

Jem23t

2 2
Ja2iw22ae) (220202 ey ) [2200)
2

¥ (a?4b2-2earb)- (a2 4c?=20a00) - (bc) %

: j(azvhz—ﬁ-avh] [ ““Tb’zhﬁ--- (atb) ][ b
Pl 2

la-b|: (a-b)?
8

Der Wert des lokalen Maximums von
4, (%2): NachVereinfachung 4 (%57) = =552,
Wegen a <b gilt: 4,(%)=-¢ e,

2) Das Parabelsegment

Die Gleichung der Geraden g(AB):y=mx+n;
m wurde zu m; = a + b berechnet. Durch
Einsetzen der Koordinaten von A(a; a?)
wird n bestimmt: a? = (a + b) - a +n, daher
istn=—a-b.

Ergebnis: g(AB):y =(a+b)-x—a-b

O Edit Aktion Interaktiv
. I [
; (atb)xx-akbx ol
3 b3 42 2
a8 b3 ad-b_ab
e - 3
3 .2 z,
:unpnry(l"'f¢—h-' ch
—(a-b)®
6
n
Moeb  Standard eell 2u il

b
Aus dem Ansatz = f((a +h)x—ab-x*)dx

ergibt sich der Flicheninhalt des Parabel-
segmentes unter Berlcksichtigung von
a<b: Ag = —@_

3) Das Verhéltnis der Flacheninhalte
Fir b>0 ist das Verhaltnls der beiden Fla-
cheninhalte stets 4, _ - 2 5

As  _@b3 T g
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® Lehrer-Info-Service ® Kontakt
e

P—

MaBgeschneiderte Informationen fur
Mathematiklehrkrafte

Die kontinuierliche Bereitstellung von Un-  Anmeldung
terrichntsmaterial, das zum einen mit den Sie mochten ebenfalls maBgeschneiderte

Anforderungen der Lehrpléne in den Bun-  Informationen fir Mathematiklehrkrafte
desléandern harmoniert und zum anderen  erhalten — dann sind Sie herzlich beim Leh-
den Einsatz und die Bedienung der Schul-  rer-Info-Service von CASIO willkommen. Ob

rechner erleichtert, ist ein Herzstlick des  per Post oder per E-Mail — Sie entscheiden
Lehrersupports von CASIO. Daflr steht  selbst, wie Sie von CASIO kontaktiert werden
CASIO in regelmaBigem Austausch mit  md&chten und haben jederzeit die Gelegen-

Mathematiklehrkréften. heit, sich auch wieder abzumelden.
Educational Team

Informationsaussand zum Beispiel zu folgen- ~ Anmeldung im Netz Unsere Spezialisten rund um das Thema
den Themen: Unter dieser Web-Adresse kdénnen Sie Schulrechner von CASIO und deren Ein-
e CASIO forum mit vielen Aufgaben-  unsere Informationen abonnieren: satz im Mathematikunterricht stehen Ih-

beispielen und Unterrichtseinheiten, www.casio-schulrechner.de/ nen bei Fragen jederzeit zur Verfligung:
e |nformationen zu regionalen Veranstal- lehrerinfoservice Telefon: +49 (0)40/528 65-0

tungen, Fax: +49 (0)40/528 65-100
* Neuerungen in den Zulassungsrichtlinien, E-Mail: education@casio.de
e bundeslandspezifische Angebote, FP— Homepage: www.casio-schulrechner.de

Lehrerspezial holt reale Alltagsthemen in S e
den Mathematikunterricht.

CASIO European Support Center

Fir Beratung und technische Informa-
tionen wenden Sie sich an das CASIO
European Support Center:

Telefon: +49 (0)40/528 65-802

Fax: +49 (0)40/528 65-888
E-Mail: support_center@casio.de

Das Feedback aus der Lehrerschaft zeigt —
ein Service, der geschatzt wird.

Anmeldung per QR-Code

Scannen Sie einfach den QR-Code. Anfragen zu Reparaturen

Bei Fragen rund um das Thema Repara-
tur stehen lhnen Experten unter folgen-
den Kontaktdaten zur Verfligung:
Telefon: +49 (0)40/528 65-203

Fax: +49 (0)40/528 65-242
E-Mail: repair@casio.de

® Testsoftware und Updates zum Herunterliaden ® Lehrersupport

Ubersicht tiber die aktuellen CASIO Support

Betriebssystemversionen (0OS) fur Lehrer!

Die Updates sowie die Testsoftware stehen zum kostenlosen Herunterladen auf unserer Ob technisch-wissenschaftlicher Rechner

Internetseite bereit: edu.casio.com oder Grafikrechner—mitdemumfangreichen
_ _ Support-Programm von CASIO unterstitzt

Gerat OS-Version Sie das Educational Team bestens bei der

ClassPad Il 2.01.6000

FX-CG20/50 311/3.40 Auswahl des passenden Schul!'echners bis
FX-9860 GI/GIII 2.09/3.20 hin zur Gestaltung lhres Unterrichts.

Software

ClassPad Il Manager | 2.01.60

ClassPad App Uber App-Stores
(Android/IOS)

FX-CG50 Manager 3.20 (Win/Mac)

FX-CG20 Manager 3.10.0020 (Win/Mac)

Support-Programm

e Referenzschulen

e | ehrer-Workshops

e Lehrer-Info-Service (u.a. CASIO forum)

Verfligbarkeit der Produkte auf Anfrage. Alle Produktnamen sind Warenzeichen der jeweiligen Hersteller.

Design-, Farbabweichungen, Irrtiimer und technische Anderungen vorbehalten. Die in diesem CASIO
Stand: Januar 2020.

forum gezeigten Screenshots sind Simulationen und kénnen von der Originaldarstellung abweichen.

——05 | FX-Manager Plus 2.10.0020 (Win) ° Lelllhprogramme
=——{ | ClassWiz Emulator | 2.01 ¢ Priifangebote
——3 | ES Plus Emulator 5.00 o Literatur

Updates bis Januar 2020 e Materialdatenbank

549526
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