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Die vier Grundformeln zur Kombinatorik sind in der Tabelle zusammengefasst:

Mit ZurGcklegen Ohne ZurUcklegen
n+k-1 n
Reihenfolge egal
K k
nCr
nCr
k n!
Reihenfolge wichtig B
N (N—K)!
NnPr

Binomialkoeffizienten kdonnen auf dem x99 1DEX mit dem Befehl nCr berechnet
werden (zweite Belegung der (5)- Taste )

Beispiele:
Berechnen Sie die Anzahl der Moglichkeiten die es gibt, ...

- ... ausden 12 Hemden im Schrank 4 fur die Reise
auszuwdahlen.

- ... auf die 12 Hemden im Schrank 5 Anstecknadeln zu
verteilen wenn dabei an einem Hemd auch mehr als
eine Nadel angebracht werden darf.

- ... aus den 12 Hemden im Schrank je eines fur jeden
Werktag der kommenden Woche auszuwdhlen.

nl!

(n—k)!

Anmerkung: Auf die Eingabe der Formel kann verzichtet werden, wenn

man die Taste nPr (Permutation) benutzt.
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Es lassen sich auch Entdeckungen machen und Beweise motivieren.

Beispiel: Der binomische Lehrsatz

nn

2 |=?
o\ K
A
. A) A
Dafur wird die Formel E =2
x=0 X

in den TR eingegeben.

Nach der Eingabe der Formel wird mit
die Berechnung gestartet. Zuerst wird der
Wert fUr A eingegeben.

Die Information Uber den aktuellen x-Wert
kann mit (Z] Ubersprungen werden, x wird ja
durch die Summe bestimmt.

Nach (5] wird das Ergebnis angezeigt.

1024

Damit bekommt man die Bestatigung, dass die angegebene Formel fUr viele Werte

von A stimmt - aber stimmt sie auch fUr alle2
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Die 3-mal ,mindestens” Aufgaben:
Berechne, wie oft ein WUrfel mindestens geworfen werden muss ,
um mit mindestens 90% Wahrscheinlichkeit

mindestens eine 6 zu wUrfeln.

Uber eine Umkehrung der Fragestellung (... um mit weniger als 10% keine 6 zu
wurfeln) findet man zur Formel:
1 n
1-=| £0,1
6

Da mit dem TR keine Ungleichungen dieser Art bearbeitet werden kbnnen
(Polynomungleichungen jedoch schon) , wird die zugehdrige Gleichung geldst:

1 X Vi B
(l—gj =0,1 (1-1+6)*=0, 1
= 12, 5292531%

Die Formel eingeben (mit (=] in der Gleichung); SOLVE.

Da die Losung ganzzahlig sein muss, muss der Schuler jetzt noch Uberlegen, ob der
erhaltene Zahlenwert auf- oder abgerundet werden muss. Alle anderen
Uberlegungen zum Lésen dieser Gleichungen kdnnen beim Einsatz des TR entfallen.

Beispiel:

Berechne, wie oft ich mit zwei Wurfeln mindestens werfen
muss um mit mindestens 90% Wahrscheinlichkeit
mindestens einen Pasch zu wurfeln.
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Variation der Aufgabenstellung:

Die ,dreimal mindestens Aufgabe” ist in den Schulbuchern stets so formuliert,
dass mindestens ein Treffer erzielt werden soll. Wenn nach mindestens k Treffern
mit k>2 gefragt wird, dann ergeben sich Gleichungen, deren Losung nicht
mehrin formelmdaBig geschlossener Form angegeben werden kbnnen. Wird der
fx-291DEX eingesetzt, konnen solche Aufgaben unter Verwendung der SOLVE-
Taste geldst werden.

Beispiel:

27% aller PKW sind in Deutschland rot. Bestimme die Anzahl der PKW die
mindestens an mir vorbeifahren mussen, damit mit mindestens 90%
Wahrscheinlichkeit mindestens zwei rote PKW dabei waren.

Wenn mit X die Anzahl der roten Autos bezeichnet wird, dann ist X
binomialverteilt mit p=0,27 . Esist nun n so zu bestimmen, dass

nin
P(X>2)=> ) -0,27%-0,73"* 20,9
X=2

Folgende Umformungen fUhren zu einer Ungleichung, die mit Hilfe des
fx-99 1DEX geldst werden kann:

—P(X >2)<-0,9
1-P(X 22)<0,1 —
P(X <1)<0,1 0, 73*+xx0, 27%0, 756
P(X=0)+P(X=1)<0,1 x= . 12,8828492
0,73"+n-0,27-0,73"1<0,1

Mittels der SOLVE-Taste findet man, dass fur N 12,88 fast Gleichheit gilt.

Da die Funktion f(n)=0,73"+n-0,27-0,73"" fUr n>1 streng monoton fallend ist,
ergibt sich die Lésung:

n>13.

Vo [

& -
Analog ldsst sich nun auch die Aufgabe 16sen, wenn 0, 73"+xx0, 27X0, 7z>
mit mindestens 90 % Sicherheit mindestens drei rote = 17, 95764423
Autos gesichtet werden sollen. L—-R= 0
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Erwartungswert und Standardabweichung:
Der Besucher der Spielbank erbittet Ihren Rat:
Soll er 10€ auf ROT, 10 € auf das erste Dutzend oder 10€ auf die 13 setzen?

Begrinden Sie lhre Ratschlage.

Zur Beantwortung dieses Problems ist es sinnvoll, den Erwartungswert und die
Standardabweichung fUr diese drei Fdlle zu berechnen und zu vergleichen.

1 Eingabe der Werte

Um den TR einzusetzen, wird die Situation als eine Reihe aufgefasst, in der jedes
(gleich wahrscheinliche) Ereignis genau einmal stattfindet. Damit nicht alle 37
Ereignisse einzeln eingegeben werden mussen, wird der TR im ,,SET UP* so eingestellt,
dass er haufiger auftretende (gleiche) Ereignisse auch als solche erfassen kann:

NGB Haufigkeit efn?
1:Ein
2:Aus

Danach kann die Tabelle mit den Ereignissen leicht
eingegeben werden:

M) (6] () Werte eingeben:

FUr die erste Spielvariante hat die Tabelle dann folgende Form:

X FREQ -
1 10 18 1| “1n| Cis
2 10019 47
il
2 Berechnen von Erwartungswert und Varianz
% =-0.27027027
Dazu PN (3] S =-dD |
w2 =3700
g% =99,92695395
i =9, 99634 7052
52w =102,7027027
Ergebnis:  Mittelwert = -0,27 €

Standardabweichung = 9,996 €
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3 Eingabe der zweiten Spielvariante

Mit |&sst sich die schon eingegebene
Tabelle leicht fUr den zweiten Spielverlauf abdndern:

X
1 20
2 -10
Ergebnis:

Standardabweichung = 14,04 €

FREQ
12
25

Mittelwert = 0,27 €

D]
kS Frea
1 20 12
2 -10 25
3 |
i
L]
% =-[, 27027027
EH =-10
EyZ =300
T =197, 2242513
T8 =14, 0436552
=¥ =202, 027027

Bestimmen Sie Erwartungswert und Standardabweichung

fOr die dritte Spielvariante und vergleichen Sie die

Ergebniss
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Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, ...
genau 6 mal zu gewinnen.
hochstens 6 mal zu gewinnen.

5, 6 oder 7 mal zu gewinnen.

mindestens 6 mal zu gewinnen.

Weil die B- und F-Tabellen fUr die hier gegebene Wahrscheinlichkeit nicht vorliegen,
kann eine solche Aufgabe nicht auf dem frOher Ublichen Weg (Nachsehen in der
Tabelle) bearbeitet werden. Mit dem x99 1DEX k&dnnen aber die sonst aus den
Tabellen abgelesenen Werte schnell und Ubersichtlich berechnet werden.

1.1 ... Genau 6 mal gewinnen

Mitn=10und p = % kann die Formel direkt eingegeben werden:

Vo @ 'y

P (X = & = [10}(%}6 _(1_Qj4 (10C6)X(22+35)5X (&
6) (35 35
0, 2465178352

Ergebnis: B(10; 22/35;6) = 0,2465

Beim fx921DEX kann diese Berechnung jetzt noch schneller und sicherer erfolgen weil

die Binomialverteilung als Verteilungs-Funktion gespeichert ist. MENU)
sind alle Verteilungen hinterlegt: Normalverteilung und inverse Normalverteilung, die

Binomialverteilung und die Poissonverteilung, jeweils als Einzelwert oder die

kumulierten Werte. -
Binomial—-Dichte

Da bei ,,... genau é mal gewinnen" ein Einzelwert gefragt k0
ist, wird (4] (2] gewdnhlt. Die Eingabe von k= 6, n = 10 und E :g
p= g fOhrt zum gewUnschten Ergebnis p = 0,2465

, o, , B

Binomial-Dichte P=
k :6
n 10
U = 0, 2465178352

1.2 ... hochstens 6 mal zu gewinnen.
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Dazu mussen jetzt 7 B-Werte addiert werden. Das geschieht relativ einfach mit der
Summenfunktion (oben rechts, unter der ON-Taste)

Ye-oB (10;§;x) = 22 [(10) : (%)x ' (1 — g)lo_xl = 0,5438

X

Auch das geht mit der kumulierten B-Verteilung schneller:

[
v (7 @ (1) (2 Kumul. Binom.-V
ruft die kumulierte B-Verteilung auf, da nur ein Wert gesucht ll;-%ﬂ_
wird, reicht (2] (Var) . Die Eingabe vonx =6, N=10und p = D ;D, 6285

22

= wird zum gesuchten Ergebnis fGhren: 0,5438

1.3 ...5, 6 oder 7 mal gewinnen.

Dazu mussen jetzt 3 B-Werte addiert werden. Das geschieht wieder recht einfach mit
der Summenfunktion

0;,—; N [ S I i
o B (%)

X=5

Bei der Eingabe der Formel ist besonders darauf zu achten, dass die Klammer, die
nach dem Summenzeichen gedffnet wird, erst nach dem letzten Faktor wieder
geschlossen wird. Ergebnis: 0,6597

Auch das geht mit der kumulierten B-Verteilung ein wenig schneller:

Mew) (7] @ (1] (3] ruft die kumulierte B-Verteilung auf, da jetzt zwei Werte
berechnet werden mussen, wurde (1] (Liste) gewdhilt.

In die linke Spalte wird fur k zuerst 7 und dann 4
eingetragen und mit (] bestatigt. Die Eingabe von N =

1
10und p = % fOhrt zu einer ausgefullten Tabelle: X =7 - Z
4

>(0,7821 und x =4 ->0,1224. Diese beiden Werte mUssen
noch subtrahiert werden wie das bei der Arbeit mit

D]
k
I

Fl
0. 7821
0. 1224

Kumul.
Binom.-—¥

7

Tabellen auch Gblich war. Dadurch ergibt sich das
gesuchte Ergebnis: 0,6597
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1.4 ... mindestens 6 mal zu gewinnen

Die klassische Rechnung mit einer Tabelle wére 1 -F(10; %; 5). Mit dem TR kann auch
leicht die Summe der gewUnschten B-Werte gebildet werden.

10 22 10 (10 29 X 29 10-X
eano () (5)

X=6

Ergebnis: 0,7027

Ubungsaufgabe (nach S. Kemler, Offenbach, in Casio-forum
2/2007)

Laut einem Drogen- und Suchtbericht rauchen 42% aller befragten
12000 Oberstufenschuiler. Es werden nun 76 Schuiler der Oberstufe
ausgewanhlt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit rauchen von diesen 76 Schulerm...

- ... héchstens 23 ¢

D]
k
23

- ... mindestens 51 ¢ 1
- ... mehrals 23 und weniger als 51 ¢ z
4

P [Kumul.

Binom.—¥

0.0237
0.9933

0, 999991191

23
51

Ergebnisse: 0,02375 - 0,0000088...- 0,9762

Der Rechnereinsatz hat bei der Summenformel seine Grenzen bei groBen Zahlen in
den Binomialkoeffizienten; ab etwa n =100 ist die Vertellung besser geeignet und
auch wesentlich schneller. Auch Tabellen fUr sehr groBe Stichproben werden rasch
berechnet.

Der Vorteil des Rechnereinsatzes mit der Summenformel: Es wird nicht (mechanisch)
in den Tabellen nachgeschlagen, die Formel selbst und damit der mathematische
Hintergrund der Aufgabe sind wichtiger geworden. AuBBerdem kdnnen auch
Aufgaben problemlos bearbeitet werden fUr die die Tabelle nicht die passenden
Werte bereithdlt.
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Von einer Menge Minzen wird behauptet, dass sie mindestens 36% auslandische
Sticke enthalte.

Testen Sie und entscheiden Sie, ob Sie dieser Behauptung widersprechen konnen.

(Die MUnzen im Topf stammen als Rollengeld von einer deutschen Bank und wurden
von einem Geschdaft dort eingeliefert).

Wenn Sie diese Behauptung z. B. auf dem 10%-Niveau testen méchten, dann mussen
Sie eine untere Grenze von mindestens (A+1) ausldndischen MUnzen in einer
Stichprobe bestimmen, ab der Sie der Hypothese nicht widersprechen werden.

Oder: Eine Grenze von hdchstens A ausldndischen MUnzen in einer Stichprobe vom
Umfang n bestimmen, bis zu der Sie der Hypothese widersprechen werden.

A
> (nCX)-0,36" -(1-0,36)"* <0,1
X=0

Dabei ist A die geschilderte Grenze und n der Stichprobenumfang den Sie selbst
auswdahlen kénnen.

Der linke Teil der Ungleichung wird — mit A (und evil. auch noch n) als Parameter —in
den TR eingegeben. Mit verschiedenen Werten von A (die nach dem CALC-Befehl
erfragt werden) erproben, ob die Summe unter der geforderten Grenze von 0,1
bleibt. Wahlen Sie den Stichprobenumfang nicht zu groB, auch weniger als 20
MUnzen sind ausreichend.

FUhren Sie anschlieBend den Test mit Ihren Daten auch experimentell durch.

Vorteil des TR-Einsatzes: Sie kdbnnen einen Hypothesentest unabh&ngig von den
Werten der verfGgbaren B- und F-Tabellen durchfUhren. Die Gedankengdnge und
die dahinterliegende Mathematik werden deutlicher als bei der Verwendung von
Tabellenwerken. Der Einfluss der Parameter (Stichprobenumfang, Signifikanzniveau)
kann leicht untersucht werden.
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27% aller PKW sind in Deutschland rot. Auf einem Parplatz stehen 180 PKW.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ...

genau 40 davon rot sind.

hochstens 40 davon rot sind.

mindestens 55 davon rot sind.

mehr als 44 und weniger als 55 rot sind .

Weil die direkte Berechnung der B- Werte wegen des groBen k nicht gelingen wird,
kdnnen diese Aufgaben entweder mit der Binomialverteilung berechnet werden
oder mit der Normalverteilung als NGherung.

DafUr werden zuerst die KenngroBen bestimmt:

o= Jn-p-(1—-p)=595 und u=n-p=48,6

Damit kdnnen die Wahrscheinlichkeiten berechnet werden:

Kumulm. Binom.

n 1180
P 10, 27

Normalver | Binomialverteilung
-teilung
Genau 40 0,0236 0,0241
Hbchstens 40 0,0741 0,0849
1 -0,83%91 =
Mindestens 55 0,1410
0,1609
0,8391-0,2478 =
44 < X £ 54 0,5454
0,5913

Deutlich kleiner werden die Abweichungen bei groBerem n.

Gerhard Glas
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P
0.0249
0.28391
0. 8738
0. 1962

3
a4l
G54
a3
43

1
2
3
4

Kumul.
Binom.—¥

40
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Erstellen Sie eine dhnliche Tabelle fir den Fall n = 200 und p = 0,27 fUr die
Wahrscheinlichkeiten P(X = 200), P(X< 230), P(X

= 250)
k F
1| (0. 0549 I{":lml“ll -
5 sd(o.2291 | Binom. =V
3 55 (0. 2758
4 az|0. 1968
40
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