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In einem vorletzten Schritt wird der Zu-
sammenhang zwischen den Zweierpoten-
zen mit ungeraden und geraden Exponen-
ten hergestellt. 
Dafür wird eine Tabelle angelegt (Abb. 3), 
um Regelmäßigkeiten zu erkennen. Im Sin-
ne des Bolyai-Beweises ist beispielsweise 
die Erkenntnis, dass jede Zahl der Form 

In einem nächsten Schritt sollen – im Sinne des Beweises von Bolyai – Zahlen der Form2�6�à +
auf ihre Teilbarkeit durch 3 überprüft (Abb. 2 oben) und eine entsprechende Vermutung soll
formuliert werden. Es soll den Studierenden bei diesem Schritt klarwerden, dass diese Zahleneine
Verallgemeinerung der Fermat-Zahlen darstellen. Anschließend sollen noch Zahlen der Form
2�6�à �?�5+ 1 analog zu den obigen Überlegungen untersucht werden (Abb. 2unten). Da es hier um die
Summe von ungeraden Potenzen geht, kommen dieStudierenden auf die passende Begründung (
Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel) vermutlich selbst.Findet man diesen Schritt
aufgezwungen, so kann man einfach die Frage aufwerfen, dass vielleicht alle Zahlen der Form
„Zweierpotenz+1“ den Rest 2 bei der Division durch 3 lassen. Dass dies nicht der Fall ist, kann
wieder mit dem CAS schnell überprüft werden und ein systematisches Vorgehen hierbeimotiviert
die Sortierung der Potenzen in gerade und ungerade Exponenten.
In einem vorletzten Schritt soll der Zusammenhang zwischenden Zweierpotenzen mit ungeraden
und geraden Exponenten hergestellt werden. Um dies anzuregen, lohnt es sich, eine Tabelle
anzulegen (Abb. 3). Hier können verschiedene Regelmäßigkeiten erkannt werden, ganzim Sinne des
Bolyai-Beweises ist beispielsweise die Erkenntnis, dass jede Zahl der Form2�6�à + 1 aus der
vorhergehenden Zahl der Form2�6�à �?�5+ 1 hervorgeht, indem letztere mit 2 multipliziert und aus
dem Ergebnis 1 abgezogen wird. Die Zusammenhänge�u�®�t 
L �w
E�s, �{ �®�t 
L �s�y
E�s, �u�u�®�t 
L 65
1 usw. legen dies nahe, ein algebraischer Nachweis für den allgemeinen Fall ((2�6�à �?�5+ 1 ) �®�t
2�6�à + 2 = (2�6�à + 1 ) + 1 soll folgen. In einer kurzen Rückschau soll zum Schluss reflektiert
werden, dass hier ein alskomplex erscheinender Fall dadurch gezeigt wurde, dass er zuerst
verallgemeinert und dieser anschließend auf einenbekannten Zusammenhang zurückgeführt wurde.

Der Fundamentalsatz der Algebra
Der Fundamentalsatz der Algebra bildet zwar einen zentralen Gegenstandin der linearen Algebra,
aber auch hier entsteht auf Studierendenseite oftdas Problem, dass weder der Inhalt des Satzes noc
dessen Beweis ausreichend motiviert werden. Nachfolgend wird versucht, auch zu diesem Satz und
zu dessen Beweisidee einen Zugang mit Hilfe des CAS zu
verschaffen. Erkundungen an konkreten, immer
allgemeiner werdenden Polynomfunktionen können mit
dem CASIO Classpad II schnell durchgeführt werden. Die

Abb. 3: Die ersten 27 Zahlen der
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Teilbarkeit der Fermat-Zahlen

In dem Nachlass vom jungen Johann von Bolyai (1802-1860) wurden der folgende Satz und der
einschlägige Beweis gefunden (Kiss, 1999, p.99, übersetzt von der Autorin): „Die Zahlen von der
Form 2�6�Ø + 1 haben immer die Form6�J
F�s, folglich sind sie nie durch 3 teilbar.“ und „Da
2�6�à �?�5+ 1 = (2 + 1 ) … ) folgt der Reihe nach, dass2�6�à �?�5+ 1 = 3 �J, 2�6�à �?�5 = 3 �J
F�s, 2�6�à

6�J
F �t, jede gerade Zweierpotenz ist also von der Form6�J
F�t. Dann ist aber2�6�à + 1 , also
2�6�Ö+ 1 von der Form6�J
F�s“.
Bolyais Fokus war offensichtlich auf der Teilbarkeit durch 3 gerichtet, obwohl er dies zum Schluss
wahrscheinlich aus Bequemlichkeit –in Form von Teilbarkeit durch 6 zum Ausdruck brachte.
Überdies war der Ausgangspunkt seiner Überlegungen die Faktorisierbarkeit der Summe
einschlägiger ungerader n-ten Potenzen, da man hier die Summe der Basen, also2 + 1 = 3 als
Faktor ausklammern kann (2. Verallgemeinerung der 2. binomischen Formel: aus�=�á + �>�á der
Faktor�=+ �>����ausgeklammert werden kann, wenn�J ungerade ist). Aus dieser Überlegung leitete
einen allgemeinen Zusammenhangfür Zahlen von der Form „gerade Zweierpotenz +1“ ab, die
Fermat-Zahlen bilden dabei einen Spezialfall. Er hat also eine Eigenschaft der Fermat-Zahlen
eingesehen und bewiesen, indem er einen deutlich stärkeren Satz bewiesen hat.
Der oben formulierte Satz kann gerade
durch den Einsatz von CAS bei der
Thematisierung der Teilbarkeit der Fermat-

Abb. 1: Die ersten acht Fermat-Zahlen und
deren Rest modulo 3
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F�s, �T+ 2 , �T
F�wetc.
ausgeklammert werden kann. Hierzu sollte die Lehrperson passende – anfangs offensichtliche(wie
�T�9 
F �s�á�t�T�8 
F �t�á�s�r�T�5�4 
F �s�r etc. zum Term�T
F�s), später weniger „durchschaubare“Polynome
(wie �T�9+ 2 �T�8 
F �u, 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �s�u, usw. ebenfalls zum Term�T
F�s) vorgeben. Einerseits
wir dadurch der Rückgriff auf die erste Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel –nämlich,
dass aus dem Term�=�á 
F �>�á der Faktor�=
F �>���� immer ausgeklammert werden kann –deutlich,
andererseits wirddie Überprüfungder Entscheidungen mit dem CAS beschleunigt. Die Beweisidee
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einer reellen Zahl zu ergänzen, dass z.B. der Term�T
F�s / �T+ 2 / �T
F�w, �T
F�= ausgeklammert
werden kann (beispielsweise soll beim Polynom�L(�T) = 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �Ùder Term�T
F
ausklammerbar sein). Das CAS kann wiederum bei der Überprüfung helfen. Dass hier genau der
Wert der entsprechenden Polynomfunktion an der Stelle 1/-2/5/a abgezogen werden muss, ist klar, da
bereits ein Bezug zu der 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel hergestellt wurde.
Bestimmt man anschließend die Nullstellen dererzeugtenPolynomfunktionen, stellt man fest, dass
gerade die vorgegebenen Stellen 1/-2/5/a welche sind. EineReflexionder Arbeit liefert auch die

Begründung: DiePolynomfunktionen
wurden dadurch erzeugt, dass aus�L(
der Reihe nach�L(1), �L(
F�t), �L(5) uns
�L(�=) abgezogen wurde, wasdie Stellen
1/-2/5/a zur Nullstelle der neuen

Polynomfunktionen gemacht hat (Abb. 5)! Hierdurch wird ein Beweis inhaltlich motiviert, der auf
einer Ergänzung mit Null als Funktionswert einer beliebigen Polynomfunktion P(x) in einer
Nullstelle �T�4 = �Ù beruht. Nun istnicht mehr weit hergeholt, diesen Funktionswert, der ja Null

Abb. 4: Erkundungen zum Finden des
Fundamentalsatzes der Algebra mit CASIO Classpad II

 kann 
der Faktor 

Befehle solve und factor liefern Nullstellen sowie Faktorisierungen (Abb. 4), sodass die
entsprechende Vermutung formuliert werden kann.

Um auch den Beweis (bzw. einen von den vielen) zugänglich zu machen, sollte man die Frage
stellen, aus welchen Polynomen denn lineare Terme wie beispielsweise�T
F�s, �T+ 2 , �T
F�wetc.
ausgeklammert werden kann. Hierzu sollte die Lehrperson passende – anfangs offensichtliche(wie
�T�9 
F �s�á�t�T�8 
F �t�á�s�r�T�5�4 
F �s�r etc. zum Term�T
F�s), später weniger „durchschaubare“Polynome
(wie �T�9+ 2 �T�8 
F �u, 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �s�u, usw. ebenfalls zum Term�T
F�s) vorgeben. Einerseits
wir dadurch der Rückgriff auf die erste Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel –nämlich,
dass aus dem Term�=�á 
F �>�á der Faktor�=
F �>���� immer ausgeklammert werden kann –deutlich,
andererseits wirddie Überprüfungder Entscheidungen mit dem CAS beschleunigt. Die Beweisidee
kann nun dadurch motiviert werden, dass man die Studierenden auffordert, Polynome derartmit
einer reellen Zahl zu ergänzen, dass z.B. der Term�T
F�s / �T+ 2 / �T
F�w, �T
F�= ausgeklammert
werden kann (beispielsweise soll beim Polynom�L(�T) = 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �Ùder Term�T
F
ausklammerbar sein). Das CAS kann wiederum bei der Überprüfung helfen. Dass hier genau der
Wert der entsprechenden Polynomfunktion an der Stelle 1/-2/5/a abgezogen werden muss, ist klar, da
bereits ein Bezug zu der 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel hergestellt wurde.
Bestimmt man anschließend die Nullstellen dererzeugtenPolynomfunktionen, stellt man fest, dass
gerade die vorgegebenen Stellen 1/-2/5/a welche sind. EineReflexionder Arbeit liefert auch die

Begründung: DiePolynomfunktionen
wurden dadurch erzeugt, dass aus�L(
der Reihe nach�L(1), �L(
F�t), �L(5) uns
�L(�=) abgezogen wurde, wasdie Stellen
1/-2/5/a zur Nullstelle der neuen

Polynomfunktionen gemacht hat (Abb. 5)! Hierdurch wird ein Beweis inhaltlich motiviert, der auf
einer Ergänzung mit Null als Funktionswert einer beliebigen Polynomfunktion P(x) in einer
Nullstelle �T�4 = �Ù beruht. Nun istnicht mehr weit hergeholt, diesen Funktionswert, der ja Null

Abb. 4: Erkundungen zum Finden des
Fundamentalsatzes der Algebra mit CASIO Classpad II

 immer ausgeklammert wer-
den) und die Überprüfung mit dem CAS er-
folgt rasch. Die Beweisidee kann dadurch 
motiviert werden, dass die Studierenden 
Polynome so mit einer reellen Zahl additiv 
ergänzen, dass der vorgegebene Term 

Befehle solve und factor liefern Nullstellen sowie Faktorisierungen (Abb. 4), sodass die
entsprechende Vermutung formuliert werden kann.

Um auch den Beweis (bzw. einen von den vielen) zugänglich zu machen, sollte man die Frage
stellen, aus welchen Polynomen denn lineare Terme wie beispielsweise�T
F�s, �T+ 2 , �T
F�wetc.
ausgeklammert werden kann. Hierzu sollte die Lehrperson passende – anfangs offensichtliche(wie
�T�9 
F �s�á�t�T�8 
F �t�á�s�r�T�5�4 
F �s�r etc. zum Term�T
F�s), später weniger „durchschaubare“Polynome
(wie �T�9+ 2 �T�8 
F �u, 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �s�u, usw. ebenfalls zum Term�T
F�s) vorgeben. Einerseits
wir dadurch der Rückgriff auf die erste Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel –nämlich,
dass aus dem Term�=�á 
F �>�á der Faktor�=
F �>���� immer ausgeklammert werden kann –deutlich,
andererseits wirddie Überprüfungder Entscheidungen mit dem CAS beschleunigt. Die Beweisidee
kann nun dadurch motiviert werden, dass man die Studierenden auffordert, Polynome derartmit
einer reellen Zahl zu ergänzen, dass z.B. der Term�T
F�s / �T+ 2 / �T
F�w, �T
F�= ausgeklammert
werden kann (beispielsweise soll beim Polynom�L(�T) = 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �Ùder Term�T
F
ausklammerbar sein). Das CAS kann wiederum bei der Überprüfung helfen. Dass hier genau der
Wert der entsprechenden Polynomfunktion an der Stelle 1/-2/5/a abgezogen werden muss, ist klar, da
bereits ein Bezug zu der 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel hergestellt wurde.
Bestimmt man anschließend die Nullstellen dererzeugtenPolynomfunktionen, stellt man fest, dass
gerade die vorgegebenen Stellen 1/-2/5/a welche sind. EineReflexionder Arbeit liefert auch die

Begründung: DiePolynomfunktionen
wurden dadurch erzeugt, dass aus�L(
der Reihe nach�L(1), �L(
F�t), �L(5) uns
�L(�=) abgezogen wurde, wasdie Stellen
1/-2/5/a zur Nullstelle der neuen

Polynomfunktionen gemacht hat (Abb. 5)! Hierdurch wird ein Beweis inhaltlich motiviert, der auf
einer Ergänzung mit Null als Funktionswert einer beliebigen Polynomfunktion P(x) in einer
Nullstelle �T�4 = �Ù beruht. Nun istnicht mehr weit hergeholt, diesen Funktionswert, der ja Null

Abb. 4: Erkundungen zum Finden des
Fundamentalsatzes der Algebra mit CASIO Classpad II

 
ausgeklammert werden kann. 

Beispielsweise: 
Das Polynom 

Befehle solve und factor liefern Nullstellen sowie Faktorisierungen (Abb. 4), sodass die
entsprechende Vermutung formuliert werden kann.

Um auch den Beweis (bzw. einen von den vielen) zugänglich zu machen, sollte man die Frage
stellen, aus welchen Polynomen denn lineare Terme wie beispielsweise�T
F�s, �T+ 2 , �T
F�wetc.
ausgeklammert werden kann. Hierzu sollte die Lehrperson passende – anfangs offensichtliche(wie
�T�9 
F �s�á�t�T�8 
F �t�á�s�r�T�5�4 
F �s�r etc. zum Term�T
F�s), später weniger „durchschaubare“Polynome
(wie �T�9+ 2 �T�8 
F �u, 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �s�u, usw. ebenfalls zum Term�T
F�s) vorgeben. Einerseits
wir dadurch der Rückgriff auf die erste Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel –nämlich,
dass aus dem Term�=�á 
F �>�á der Faktor�=
F �>���� immer ausgeklammert werden kann –deutlich,
andererseits wirddie Überprüfungder Entscheidungen mit dem CAS beschleunigt. Die Beweisidee
kann nun dadurch motiviert werden, dass man die Studierenden auffordert, Polynome derartmit
einer reellen Zahl zu ergänzen, dass z.B. der Term�T
F�s / �T+ 2 / �T
F�w, �T
F�= ausgeklammert
werden kann (beispielsweise soll beim Polynom�L(�T) = 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �Ùder Term�T
F
ausklammerbar sein). Das CAS kann wiederum bei der Überprüfung helfen. Dass hier genau der
Wert der entsprechenden Polynomfunktion an der Stelle 1/-2/5/a abgezogen werden muss, ist klar, da
bereits ein Bezug zu der 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel hergestellt wurde.
Bestimmt man anschließend die Nullstellen dererzeugtenPolynomfunktionen, stellt man fest, dass
gerade die vorgegebenen Stellen 1/-2/5/a welche sind. EineReflexionder Arbeit liefert auch die

Begründung: DiePolynomfunktionen
wurden dadurch erzeugt, dass aus�L(
der Reihe nach�L(1), �L(
F�t), �L(5) uns
�L(�=) abgezogen wurde, wasdie Stellen
1/-2/5/a zur Nullstelle der neuen

Polynomfunktionen gemacht hat (Abb. 5)! Hierdurch wird ein Beweis inhaltlich motiviert, der auf
einer Ergänzung mit Null als Funktionswert einer beliebigen Polynomfunktion P(x) in einer
Nullstelle �T�4 = �Ù beruht. Nun istnicht mehr weit hergeholt, diesen Funktionswert, der ja Null

Abb. 4: Erkundungen zum Finden des
Fundamentalsatzes der Algebra mit CASIO Classpad II

 
soll den Teiler 

Befehle solve und factor liefern Nullstellen sowie Faktorisierungen (Abb. 4), sodass die
entsprechende Vermutung formuliert werden kann.

Um auch den Beweis (bzw. einen von den vielen) zugänglich zu machen, sollte man die Frage
stellen, aus welchen Polynomen denn lineare Terme wie beispielsweise�T
F�s, �T+ 2 , �T
F�wetc.
ausgeklammert werden kann. Hierzu sollte die Lehrperson passende – anfangs offensichtliche(wie
�T�9 
F �s�á�t�T�8 
F �t�á�s�r�T�5�4 
F �s�r etc. zum Term�T
F�s), später weniger „durchschaubare“Polynome
(wie �T�9+ 2 �T�8 
F �u, 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �s�u, usw. ebenfalls zum Term�T
F�s) vorgeben. Einerseits
wir dadurch der Rückgriff auf die erste Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel –nämlich,
dass aus dem Term�=�á 
F �>�á der Faktor�=
F �>���� immer ausgeklammert werden kann –deutlich,
andererseits wirddie Überprüfungder Entscheidungen mit dem CAS beschleunigt. Die Beweisidee
kann nun dadurch motiviert werden, dass man die Studierenden auffordert, Polynome derartmit
einer reellen Zahl zu ergänzen, dass z.B. der Term�T
F�s / �T+ 2 / �T
F�w, �T
F�= ausgeklammert
werden kann (beispielsweise soll beim Polynom�L(�T) = 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �Ùder Term�T
F
ausklammerbar sein). Das CAS kann wiederum bei der Überprüfung helfen. Dass hier genau der
Wert der entsprechenden Polynomfunktion an der Stelle 1/-2/5/a abgezogen werden muss, ist klar, da
bereits ein Bezug zu der 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel hergestellt wurde.
Bestimmt man anschließend die Nullstellen dererzeugtenPolynomfunktionen, stellt man fest, dass
gerade die vorgegebenen Stellen 1/-2/5/a welche sind. EineReflexionder Arbeit liefert auch die

Begründung: DiePolynomfunktionen
wurden dadurch erzeugt, dass aus�L(
der Reihe nach�L(1), �L(
F�t), �L(5) uns
�L(�=) abgezogen wurde, wasdie Stellen
1/-2/5/a zur Nullstelle der neuen

Polynomfunktionen gemacht hat (Abb. 5)! Hierdurch wird ein Beweis inhaltlich motiviert, der auf
einer Ergänzung mit Null als Funktionswert einer beliebigen Polynomfunktion P(x) in einer
Nullstelle �T�4 = �Ù beruht. Nun istnicht mehr weit hergeholt, diesen Funktionswert, der ja Null

Abb. 4: Erkundungen zum Finden des
Fundamentalsatzes der Algebra mit CASIO Classpad II

 haben. Das CAS kann 
bei der Überprüfung helfen. Hier muss 

Befehle solve und factor liefern Nullstellen sowie Faktorisierungen (Abb. 4), sodass die
entsprechende Vermutung formuliert werden kann.

Um auch den Beweis (bzw. einen von den vielen) zugänglich zu machen, sollte man die Frage
stellen, aus welchen Polynomen denn lineare Terme wie beispielsweise�T
F�s, �T+ 2 , �T
F�wetc.
ausgeklammert werden kann. Hierzu sollte die Lehrperson passende – anfangs offensichtliche(wie
�T�9 
F �s�á�t�T�8 
F �t�á�s�r�T�5�4 
F �s�r etc. zum Term�T
F�s), später weniger „durchschaubare“Polynome
(wie �T�9+ 2 �T�8 
F �u, 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �s�u, usw. ebenfalls zum Term�T
F�s) vorgeben. Einerseits
wir dadurch der Rückgriff auf die erste Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel –nämlich,
dass aus dem Term�=�á 
F �>�á der Faktor�=
F �>���� immer ausgeklammert werden kann –deutlich,
andererseits wirddie Überprüfungder Entscheidungen mit dem CAS beschleunigt. Die Beweisidee
kann nun dadurch motiviert werden, dass man die Studierenden auffordert, Polynome derartmit
einer reellen Zahl zu ergänzen, dass z.B. der Term�T
F�s / �T+ 2 / �T
F�w, �T
F�= ausgeklammert
werden kann (beispielsweise soll beim Polynom�L(�T) = 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �Ùder Term�T
F
ausklammerbar sein). Das CAS kann wiederum bei der Überprüfung helfen. Dass hier genau der
Wert der entsprechenden Polynomfunktion an der Stelle 1/-2/5/a abgezogen werden muss, ist klar, da
bereits ein Bezug zu der 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel hergestellt wurde.
Bestimmt man anschließend die Nullstellen dererzeugtenPolynomfunktionen, stellt man fest, dass
gerade die vorgegebenen Stellen 1/-2/5/a welche sind. EineReflexionder Arbeit liefert auch die

Begründung: DiePolynomfunktionen
wurden dadurch erzeugt, dass aus�L(
der Reihe nach�L(1), �L(
F�t), �L(5) uns
�L(�=) abgezogen wurde, wasdie Stellen
1/-2/5/a zur Nullstelle der neuen

Polynomfunktionen gemacht hat (Abb. 5)! Hierdurch wird ein Beweis inhaltlich motiviert, der auf
einer Ergänzung mit Null als Funktionswert einer beliebigen Polynomfunktion P(x) in einer
Nullstelle �T�4 = �Ù beruht. Nun istnicht mehr weit hergeholt, diesen Funktionswert, der ja Null

Abb. 4: Erkundungen zum Finden des
Fundamentalsatzes der Algebra mit CASIO Classpad II

, der Wert der Polynomfunktion an der 
Stelle beträgt, als�2(�Ù) aufzuschreiben undabzuziehen, damitdie 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen

Formel angewendet werden kann.

Abb. 5: Die erzeugten Polynomfunktionen haben Nullstellen an den vorgegebenen Stellen

Die hier vorgestellten Ansätze zum Einsatz von CAS bei der Satzfindung sowie bei der Findung
einer Beweisidee während des Prozesses des Beweisens sollen als Anregung dienen, wie, in welcher
Form und in welchem Umfang auf – in erster Linie technische –Vorkenntnisse der Studierenden in
der Hochschulmathematik zurückgegriffen werden kann. Diehier skizzierten Unterrichtsabläufe
können somit eine Brücke zwischen Schule und Hochschule schlagen, und zwar nicht ausschließlich
wegen des CAS-Einsatzes, sondern auch wegen des hierdurch ermöglichten induktiven Vorgehens.
Die Studierenden lernen selbst Vermutungen zu formulieren, Sätze sowieBeweisideen zu finden und
schließlich formal zu beweisen. Überdies werden sie mit wichtigen heuristischen Strategien wie
Analogiebildung, Verallgemeinern, Fallunterscheidung, Zurückführen auf Bekanntes, aber auch mit
konkretem Methodenwissen wie die Erweiterung mit Null vertraut, was langfristig zu mehr
mathematischem Verständnis führt.
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andererseits wirddie Überprüfungder Entscheidungen mit dem CAS beschleunigt. Die Beweisidee
kann nun dadurch motiviert werden, dass man die Studierenden auffordert, Polynome derartmit
einer reellen Zahl zu ergänzen, dass z.B. der Term�T
F�s / �T+ 2 / �T
F�w, �T
F�= ausgeklammert
werden kann (beispielsweise soll beim Polynom�L(�T) = 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �Ùder Term�T
F
ausklammerbar sein). Das CAS kann wiederum bei der Überprüfung helfen. Dass hier genau der
Wert der entsprechenden Polynomfunktion an der Stelle 1/-2/5/a abgezogen werden muss, ist klar, da
bereits ein Bezug zu der 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel hergestellt wurde.
Bestimmt man anschließend die Nullstellen dererzeugtenPolynomfunktionen, stellt man fest, dass
gerade die vorgegebenen Stellen 1/-2/5/a welche sind. EineReflexionder Arbeit liefert auch die

Begründung: DiePolynomfunktionen
wurden dadurch erzeugt, dass aus�L(
der Reihe nach�L(1), �L(
F�t), �L(5) uns
�L(�=) abgezogen wurde, wasdie Stellen
1/-2/5/a zur Nullstelle der neuen

Polynomfunktionen gemacht hat (Abb. 5)! Hierdurch wird ein Beweis inhaltlich motiviert, der auf
einer Ergänzung mit Null als Funktionswert einer beliebigen Polynomfunktion P(x) in einer
Nullstelle �T�4 = �Ù beruht. Nun istnicht mehr weit hergeholt, diesen Funktionswert, der ja Null

Abb. 4: Erkundungen zum Finden des
Fundamentalsatzes der Algebra mit CASIO Classpad II

 subtrahiert wurde, was die 
Stelle beträgt, als�2(�Ù) aufzuschreiben undabzuziehen, damitdie 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen

Formel angewendet werden kann.

Abb. 5: Die erzeugten Polynomfunktionen haben Nullstellen an den vorgegebenen Stellen

Die hier vorgestellten Ansätze zum Einsatz von CAS bei der Satzfindung sowie bei der Findung
einer Beweisidee während des Prozesses des Beweisens sollen als Anregung dienen, wie, in welcher
Form und in welchem Umfang auf – in erster Linie technische –Vorkenntnisse der Studierenden in
der Hochschulmathematik zurückgegriffen werden kann. Diehier skizzierten Unterrichtsabläufe
können somit eine Brücke zwischen Schule und Hochschule schlagen, und zwar nicht ausschließlich
wegen des CAS-Einsatzes, sondern auch wegen des hierdurch ermöglichten induktiven Vorgehens.
Die Studierenden lernen selbst Vermutungen zu formulieren, Sätze sowieBeweisideen zu finden und
schließlich formal zu beweisen. Überdies werden sie mit wichtigen heuristischen Strategien wie
Analogiebildung, Verallgemeinern, Fallunterscheidung, Zurückführen auf Bekanntes, aber auch mit
konkretem Methodenwissen wie die Erweiterung mit Null vertraut, was langfristig zu mehr
mathematischem Verständnis führt.
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Funktionswert einer beliebigen Polynom-
funktion 

Befehle solve und factor liefern Nullstellen sowie Faktorisierungen (Abb. 4), sodass die
entsprechende Vermutung formuliert werden kann.

Um auch den Beweis (bzw. einen von den vielen) zugänglich zu machen, sollte man die Frage
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bereits ein Bezug zu der 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel hergestellt wurde.
Bestimmt man anschließend die Nullstellen dererzeugtenPolynomfunktionen, stellt man fest, dass
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 in einer Nullstelle 

Befehle solve und factor liefern Nullstellen sowie Faktorisierungen (Abb. 4), sodass die
entsprechende Vermutung formuliert werden kann.

Um auch den Beweis (bzw. einen von den vielen) zugänglich zu machen, sollte man die Frage
stellen, aus welchen Polynomen denn lineare Terme wie beispielsweise�T
F�s, �T+ 2 , �T
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F �t�á�s�r�T�5�4 
F �s�r etc. zum Term�T
F�s), später weniger „durchschaubare“Polynome
(wie �T�9+ 2 �T�8 
F �u, 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
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dass aus dem Term�=�á 
F �>�á der Faktor�=
F �>���� immer ausgeklammert werden kann –deutlich,
andererseits wirddie Überprüfungder Entscheidungen mit dem CAS beschleunigt. Die Beweisidee
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F�w, �T
F�= ausgeklammert
werden kann (beispielsweise soll beim Polynom�L(�T) = 10�T�5�4+ �T�9+ 2 �T�8 
F �Ùder Term�T
F
ausklammerbar sein). Das CAS kann wiederum bei der Überprüfung helfen. Dass hier genau der
Wert der entsprechenden Polynomfunktion an der Stelle 1/-2/5/a abgezogen werden muss, ist klar, da
bereits ein Bezug zu der 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel hergestellt wurde.
Bestimmt man anschließend die Nullstellen dererzeugtenPolynomfunktionen, stellt man fest, dass
gerade die vorgegebenen Stellen 1/-2/5/a welche sind. EineReflexionder Arbeit liefert auch die
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der Reihe nach�L(1), �L(
F�t), �L(5) uns
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Polynomfunktionen gemacht hat (Abb. 5)! Hierdurch wird ein Beweis inhaltlich motiviert, der auf
einer Ergänzung mit Null als Funktionswert einer beliebigen Polynomfunktion P(x) in einer
Nullstelle �T�4 = �Ù beruht. Nun istnicht mehr weit hergeholt, diesen Funktionswert, der ja Null
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 be-
ruht. Nun ist es nicht mehr weit hergeholt, 
diesen Funktionswert, der ja null beträgt, 
als beträgt, als�2(�Ù) aufzuschreiben undabzuziehen, damitdie 1. Verallgemeinerung der 3. binomischen

Formel angewendet werden kann.

Abb. 5: Die erzeugten Polynomfunktionen haben Nullstellen an den vorgegebenen Stellen

Die hier vorgestellten Ansätze zum Einsatz von CAS bei der Satzfindung sowie bei der Findung
einer Beweisidee während des Prozesses des Beweisens sollen als Anregung dienen, wie, in welcher
Form und in welchem Umfang auf – in erster Linie technische –Vorkenntnisse der Studierenden in
der Hochschulmathematik zurückgegriffen werden kann. Diehier skizzierten Unterrichtsabläufe
können somit eine Brücke zwischen Schule und Hochschule schlagen, und zwar nicht ausschließlich
wegen des CAS-Einsatzes, sondern auch wegen des hierdurch ermöglichten induktiven Vorgehens.
Die Studierenden lernen selbst Vermutungen zu formulieren, Sätze sowieBeweisideen zu finden und
schließlich formal zu beweisen. Überdies werden sie mit wichtigen heuristischen Strategien wie
Analogiebildung, Verallgemeinern, Fallunterscheidung, Zurückführen auf Bekanntes, aber auch mit
konkretem Methodenwissen wie die Erweiterung mit Null vertraut, was langfristig zu mehr
mathematischem Verständnis führt.
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 aufzuschreiben und zu subtrahie-
ren, damit die Verallgemeinerung der 3. 
binomischen Formel angewendet werden 
kann.

Abb. 5: Die erzeugten Polynomfunktionen haben 
Nullstellen an den vorgegebenen Stellen 

Die hier vorgestellten Ansätze zum CAS-
Einsatz sollen als Anregung dienen, wie, in 
welcher Form und in welchem Umfang auf 
– in erster Linie technische – Vorkenntnisse 
der Studierenden in der Hochschulmathe-
matik zurückgegriffen werden kann. 

Die hier skizzierten Abläufe können eine 
Brücke zwischen Schule und Hochschu-
le schlagen. Nicht nur wegen des CAS-
Einsatzes, sondern auch wegen des so 
ermöglichten induktiven Vorgehens. Die 
Studierenden lernen, selbst Vermutungen 
zu formulieren, Sätze und Beweisideen 
zu finden und schließlich auch, formal zu 
beweisen. Überdies werden sie mit wich-
tigen heuristischen Strategien vertraut: 
Analogiebildung, Verallgemeinern, Fallun-
terscheidung, Zurückführen auf Bekanntes. 

Auch konkrete Methoden werden vermit-
telt, wie die Erweiterung mit Null. Das führt 
langfristig zu mehr und besserem mathe-
matischem Verständnis.

Literatur
Kiss. E. (1999). 
Matematikai kincsek Bolyai János kézira-
tos hagyatékából. 
Budapest: Akadémiai Kiadó.

Fortsetzung: Zugänge zum Beweisen in der Hochschulmathematik mithilfe ... 
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Software Kontakt

Aktuelle Betriebs- 
systemversionen
Die Updates sowie die Testsoftware stehen 
zum kostenlosen Herunterladen auf unserer 
Internetseite bereit: edu.casio.com

Gerät OS-Version
ClassPad II 2.01.7001
FX-CG50 3.60
FX-9860GIII 3.50
Software
ClassPad II Manager 2.01.7000

ClassPad App über App-Stores 
( Android / IOS )

FX-CG50 Manager 3.60
FX-Manager Plus 3.50
ClassWiz Emulator 2.01.0020
ES Plus Emulator 5.00

Lehrer-Info-Service

Maßgeschneiderte Informationen 
für Mathematiklehrkräfte

Materialien für 
den Unterricht

Ob technisch-wissenschaftlicher Rechner 
oder Grafikrechner – mit dem umfang-
reichen Support-Programm von CASIO 
unterstützt Sie das Educational Team 
bestens bei der Auswahl des passenden 
Schulrechners bis hin zur Gestaltung Ihres 
Unterrichts.

Support-Programm
• Referenzschulen
• Lehrer-Workshops
• Lehrer-Info-Service (u.a. CASIO forum)
• Leihprogramme
• Prüfangebote
• Literatur
• Materialdatenbank

CASIO Support 
für Lehrer!

Lehrersupport

Updates bis Dezember 2021

Die kontinuierliche Bereitstellung von Un-
terrichtsmaterial, das zum einen mit den 
Anforderungen der Lehrpläne in den 
Bundesländern harmoniert und zum an-
deren den Einsatz und die Bedienung der 
Schulrechner erleichtert, ist ein Herz-
stück des Lehrersupports von CASIO. 
Dafür steht CASIO in regelmäßigem Aus-
tausch mit Mathematiklehrkräften.

Informationsaussand zum Beispiel zu 
folgenden Themen:
	• �CASIO forum mit vielen Aufgaben
beispielen und Unterrichtseinheiten,

	• �Informationen zu regionalen Veranstal
tungen,

	• Neuerungen in den Zulassungsrichtlinien,
	• �bundeslandspezifische Angebote,
	• �Lehrerspezial holt reale Alltagsthemen 
in den Mathematikunterricht.

Das Feedback aus der Lehrerschaft zeigt 
– ein Service, der geschätzt wird. 

Anmeldung
Sie möchten ebenfalls maßgeschneiderte 
Informationen für Mathematiklehrkräfte er-
halten – dann sind Sie herzlich beim Lehrer-
Info-Service von CASIO willkommen. Ob 
per Post oder per E-Mail – Sie entscheiden 
selbst, wie Sie von CASIO kontaktiert wer-
den möchten, und haben jederzeit die Gele-
genheit, sich auch wieder abzumelden.

Anmeldung im Netz
www.casio-schulrechner.de/ 
lehrerinfoservice 

oder einfach den QR-Code scannen.

Modellbezogene Literatur, Arbeitsblätter, 
Tipps und Tricks, Aufgaben und Lösun-
gen, Kopiervorlagen und vieles mehr für 
einen spannenden Mathematikunterricht 
finden Sie in dieser übersichtlich struk-
turierten Materialdatenbank. Sie haben 
selbst Unterrichtsmaterial erstellt, das 
Sie teilen möchten? Dann kontaktieren 
Sie gern die Redaktion.

Im Netz
www.casio-schulrechner.de/ 
materialdatenbank

oder einfach den QR-Code scannen.

Educational Team
Telefon:	 +49 (0)40/528 65-0
Fax:		  +49 (0)40/528 65-100
E-Mail:	 education@casio.de
Homepage:	www.casio-schulrechner.de

European Support Center
Beratung und technische Informationen
Telefon:	 +49 (0)40/528 65-802
Fax:		  +49 (0)40/528 65-888
E-Mail:	 support_center@casio.de

Anfragen zu Reparaturen
Telefon:	 +49 (0)40/528 65-203
Fax:		  +49 (0)40/528 65-242
E-Mail:	 repair@casio.de

Materialdatenbank
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Editorial

„Bestimme die Zinkmasse, die man mit 

40 kg Kupfer zusammenschmelzen muss, 

um Messing mit 80% Kupfer zu erhalten.“

(Cf. Timischl & Kaiser. Ingenieur-Mathema-

tik 1. Dorner, 1997. S. 250.)

Solche Textaufgaben stehen nicht gerade 

weit oben in der Beliebtheitsskala. Bedeut-

sam sind sie für Textarbeit und Vermittlung 

technischer Zusammenhänge über die 

Kernthemen der Mathematik hinaus; Hinter-

grundwissen über Legierungen und die Ma-

terialeigenschaften von Messing erleichtert 

die Arbeit mit Mischungsaufgaben. Mög-

lichkeiten, dieses Wissen in ansprechender 

Form zu vermitteln, bietet der Einsatz von 

Lernvideos zum Thema Legierung. Das Ziel 

ist, den Kontext der Aufgabe erfahrbar zu 

machen und die sprachliche Kompetenz 

zum Lösen von Textgleichungen aufzubau-

en. Sprachdefizite und Heterogenität zeigen 

sich besonders deutlich bei Textaufgaben. 

Der Wasserhahn – Gleichungen 

und Gleichungssysteme mit 

Bezügen zur Technik

Aufgabenbeispiel

Autorin: Hilde Kletzl, PH Salzburg
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Liebe Lehrerinnen und Lehrer,

 
die Corona-Pandemie hat unser Land und 

nicht zuletzt die Schulen stark betroffen. 

Nicht nur deshalb ist es schön, Ihnen eine 

Konstante in all den Änderungen anzubie-

ten – das CASIO forum mit interessanten 

Themenvorschlägen für Ihren Unterricht. 

Natürlich haben uns Beiträge erreicht, die 

dieses brandaktuelle Thema betreffen, da-

runter auch einige, die inzwischen wieder 

überholt sind. Angesichts der vielen Daten, 

Zuordnungen, logarithmischen Achsen,  

Änderungsraten, Hochpunkte, gleitenden 

Wochendurchschnitte und Verhältnisgrößen 

ist das wohl nicht überraschend.

Sie finden in diesem Heft zwei Artikel, die 

zum Rechnen im Kontext der Infektions-

welle einladen. Einer befasst sich mit der 

Optimierung von Testverfahren, der ande-

re beschreibt die Arbeit mit einem Padlet, 

einer Lernplattform, die eine Bearbeitung 

von zu Hause aus ermöglicht. Messen und 

Analysieren in der Mittelstufe ist der Fokus 

eines Beitrags zu Regressionen, während 

ein weiterer Zahlenfolgen für Kaninchen 

behandelt. Die Titelgeschichte befasst sich 

dieses Mal mit dem Sprachverstehen und 

der Onlineunterstützung. Unser Autor Dr. 

Ludwicki  lädt Anfänger zum Programmie-

ren mit Python ein, es gibt wieder ein Rät-

sel und einige Tipps & Tricks.

Einen Überblick über Support-Angebote 

finden Sie auf unserer Internetseite. Über 

Rückmeldungen zur Umsetzung der Auf-

gaben im Unterricht oder Anregungen zu 

bestimmten Themen freuen wir uns! Auch 

Beiträge sind herzlich willkommen, gern als 

E-Mail an education@casio.de.

Ihr Redaktionsteam
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Editorial

Für Python auf dem FX-CG50 gibt es ein 

Modul turtle.py, das nach dem Import ge-

nutzt werden kann, wenn vorher das casio-

plot-Modul eingebunden wurde.Mit den Befehlen aus turtle kann eine 

Schildkröte über das Zeichenfenster be-

wegt werden, die dabei Spuren hinterlässt, 

die schließlich Zeichnungen ergeben.

Das Zeichenfenster der Schildkröte ist ein 

Rechteck, dessen Eckpunkte die Koordinaten 

links oben (-200| 100), links unten (-200| -100), 

rechts unten (200| -100), rechts oben (200| 100)  

haben.
Es folgt eine Zusammenstellung der Befeh-

le der CASIO-turtle. Der Befehlsumfang des 

turtle-Moduls, das normalerweise zu Python 

gehört, ist noch umfangreicher.
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Editorial

Digitale Chancen

Warum CAS?

Gemeinsam online lernenRätselecke
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Liebe Lehrerinnen und Lehrer,im neuen CASIO forum findet sich, wie nicht 

anders zu erwarten, noch einmal das Thema 

Corona – ein Leserbrief greift die Corona-

Datenauswertung der letzten Ausgabe 

auf, die MaLeNe-Vorstellung erörtert u.a. 

die Entwicklungen, die sich aus dem 

zeitweiligen Fernunterricht ergeben haben, 

und der Superspreader-Beitrag stellt eine 

gelungene Dateninterpretation vor.Doch auch Pandemie-Müde kommen auf 

ihre Kosten. Die Titelgeschichte zeigt eine 

Möglichkeit, spielerisch in die Erstellung 

von Algorithmen einzuführen. Eine neue 

Möglichkeit der Messwerterfassung wird 

vorgestellt, und eine Untersuchung der 

Daten des Challenger-Absturzes von 

1986. Nicht nur mathematisch interessant 

ist die Betrachtung linearer Regressionen 

als Anwendung der analytischen 

Geometrie und der Äquivalenz als 

Spezialfall der Ähnlichkeit. Einfache 

Aufgabenstellungen, die zu erstaunlich 

großen Problemen werden, sind bei 

allen Mathematikern gern gesehen. Ein 

Beispiel findet sich im Rätsel.Einen Überblick über Support-Angebote 

finden Sie auf unserer Internetseite. Über 

Rückmeldungen zur Umsetzung der 

Aufgaben im Unterricht oder Anregungen 

zu bestimmten Themen freuen wir uns! Ihre  

Beiträge für die nächste Ausgabe, egal ob 

sie die Pandemie mathematisch betrachten 

oder andere Fragen aufgreifen, sind immer 

herzlich willkommen, gern als E-Mail an 

education@casio.de.
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