Normalverteilung B

Normalverteilung

Beispiel 5 Es seien X, Xs,..., X400 unabhédngige, normalverteilte Zufallsvariablen mit
E(X;) = 1,7 und Var(X;) = 0,25 fur ¢« = 1,...,400. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkei-
ten fiir die folgenden Ereignisse:

a) {00 X, <687 b) {671 <3N Xi} o) {671 < 300 <687}

Zeichnen Sie die Glockenkurve und markieren Sie die untersuchte Flache.

Hinweis. Benutzen Sie Calc — Verteilung unter [ Statistik . I

Beispiel 6 In einer Altersgruppe gesunder Personen wird der systolische Blutdruck (in ,mm
Hg*, Millimeter einer Quecksilbersiule) gemessen. Das Ergebnis ldsst sich als normal verteilte
Zufallsvariable X mit Erwartungswert E(X) = g = 125 und einer Varianz von o? = 225
betrachten.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer zuféllig ausgewahlten Person ein
systolischer Blutdruck von mehr als 140 beobachtet wird.

Hinweis. Benutzen Sie hierfiir
Calc — Verteilung — Verteilung — Normal-V summiert
unter [ Statistik .

b) Bestimmen Sie einen Wert zgg9, so dass der systolische Blutdruck mit einer Wahrschein-
lichkeit von 0,99 unter x99 liegt.

Hinweis. Benutzen Sie hierfiir
Calc — Verteilung — inv. Verteilung — Inverse Normal-V

unter [l Statistik mit Lage Wkt. Links.

c) Notieren Sie ein Intervall I des Blutdrucks, das den Mittelwert 125 hat und in dem ein
Blutdruck-Messwert mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,8 liegt.

Hinweis. Benutzen Sie hierfiir
Calc — Verteilung — inv. Verteilung — Inverse Normal-V
unter [E] Statistik mit Lage Wkt. Mittelpunkt.

Beispiel 7 Stellen Sie B(k; 25; %) graphisch dar. Betrachten Sie die Glockenfunktion ¢: R — R

mit
1 o2

x) = e T,
() Jon
Zeichnen Sie die Glockenkurve jeweils nach den unten notierten Operationen mit dem Graphen
zu B(k; 25; %) in ein Koordinatensystem und folgern Sie daraus einen Zusammenhang zwischen
der Normal- und der Binomialverteilung.

90<x>—>90($—/~0)—>§-g0(x—u)—>%
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B Verschiedene Verteilungen

Losung von Beispiel 5 Bei [E Statistik findet man unter
Calc — Verteilung

Moéglichkeiten, Verteilungen zu wéhlen und mit ihnen zu arbeiten. Die Bezeichnungen in Ver-
bindung mit der Normalverteilung bedeuten:

& (%) o x] & Edit Zoom Analyse & %]
Typ | Verteilung v Unterer [—oo
[ Normal-V summiert [+] Oberer(687 |
0|0. 5%20
1400%1. 7
=0. 7580363
Unterer=—1£+998°[ Oberer=0. 7
[Bs |
prob|0. 7580363
Berechlﬁmghderh lichk Mittelwert der Grundgesamtheit z-Wert unten|—-1g+998
Intervallwahrscheinlichkeit einer
Normalverteilung im Intervall von a bis b. z-Wert oben|0. 7
(Verteilungsfunktion) 0 (0. 5%20
K|400%1. 7
] ) 2n Reell )

Abbildung 1: N(u,0?) ohne ®-Umgebung

Typ: Verteilung
" _—w)?

Ners e 202
Nomal-V summiert: N(u,0?) fiir Variablen a,b und P(a < X < b).

Normal-V einzeln: N(u,0?) fiir | — oo;x], also

Wir wéihlen Normal-V summiert, vgl. Abbildung 1, links. Wir berechnen die Wahrscheinlich-
keiten P(X < b). Hierbei sind einige Punkte zu beriicksichtigen: a« = —oo und b = 687.

Da es sich um 400 gleichverteilte Zufallsvariablen handelt, gilt X = % X; =400 - X;. Also ist
1= 400 - E(X1) = 400 - 1,7. .

Die Varianz Var (X) ist gleich o = 400 - Var (X;).

~ o — /200025 =20-0,5.

Gibt man diese Werte ein, so erhédlt man die Ergebnisse von Abbildung 1.

Die obere Grenze bzgl. der N(0, 1) ist gleich 0,7. Falls man die Umrechnung auf die Integral-
funktion ® durchfithrt, erhalt man die in Abbildung 2 gezeigten Ergebnisse.

Die Ergebnisse stimmen selbstverstédndlich tiberein.

Losung von Beispiel 6. a) Die Wahrscheinlichkeit ist gleich P(X > 140) und berechnet sich
mit
P(X > 140) = 1 — P(X < 140).

Die Werte fiir die Berechnung von P(X < 140) sind in Abbildung 3 zu erkennen.
Dieser Wert ist von 1 zu subtrahieren und ergibt P(X > 140) = 1 — 0,8413447 = 0,1586553.

b) Wir offnen die Oberflache Calc — Verteilung — Inverse Verteilung und wéihlen Typ:
Verteilung sowie Inverse Normal-V und setzen hier
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Normalverteilung B
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Abbildung 2: N(u,0?) mit ®-Umgebung

Die Wahl der Parameter bedeutet hierbei, dass fiir die Dichtefunktion ¢ die Grenze b des

b

Integrals [ ¢(x)dx berechnet werden. Der Wert b wird wie in der Mitte von Abbildung 4,

links, sich_tbar ausgegeben. Das bedeutet, dass das Intervall gleich | — co; 159,89521] ist, was
sich graphisch darstellen lasst.

¢) Wir 6ffnen die Oberfliche Quantile Normalverteilung und ersetzen die folgenden Einstel-
lungen im Vergleich zu Teil b):

Lage Wkt.
Flache:

Mittelpunkt

Unterer |-
Oberer|140
02257(1/2)

u125

Mittelwert der Grundgesamtheit

<<Zuriick | ¥ Hilfe | Weiter>>

]

% Edit Zoom Analyse X

8 [ () E9 BN A 8 O

T+ %
Oberer=1
[%[%
prob|0. 8413447
z-Wert unten|-7e+997
z-Wert oben|1
0[2257(1/2)
K125

<<Zuriick ["THilfe

21 Reell T

p=0.8413247" ©
Unterer=—7s+99 7|

Abbildung 3: Berechnung von P(X < 140)

b

Hier werden fir die Dichtefunktion ¢ die Grenzen a und b von [ ¢(x)dr mit p = aTH’ be-

rechnet. Die Werte a und b werden wie in Abbildung 4, rechts, ausgegeben; es bedeutet
I = [105.77673; 144,22327].
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B Verschiedene Verteilungen

& Edit Zoom Analyse e [E3 % Edit Zoom Analyse e (X
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G L]
x1=105. 77673 x2=144.22327

Gl ]
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prob|0. 99 X2InuN|144. 22327
o|15 prob|0. 8
K125 g|15
K125
it it
21 Reell ] 2n Reell 1

Abbildung 4: Berechnung einer Intervallgrenze und beidseitiger Intervallgrenzen

Losung von Beispiel 7. Wir berechnen p=n-p=125und o = y/n-p- (1 —p) = 6,25.

Die Beobachtung der Zeichnungen lauft darauf hinaus, die Verschiebung eines Graphen der
GauBfunktion auf einen Graphen der Binomialverteilung anschaulich zu machen. Dazu werden
die folgenden Schritte durchgefiihrt:

1) o(x) = ol —p) Verschiebung der Gaufiglocke um p nach rechts
2) p(x—p)— L-p(@—p) Stauchen der Glocke um den Faktor L.
3) L-p(@—p)— L-o(=#) Strecken der z-Richtung um den Faktor o.

Wir definieren eine Funktion zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten in der Binomialvertei-
lung: Define pBin(x)=binomialPDf(x,25,0.5)

Hiermit definieren wir unter &l Tabellenkalkulation eine Tabelle mit den Werten fiir z = 0, ...,25
und exportieren die Tabelle {iber Datei — Export nach [E Statistik in die Spalten der Zahler
zaehler und der Werte wkt der Funktion pBin (vgl. Abbildung 5, links).

& Zoom Analyse Calc e (%] & Edit Aktion Interaktiv & Edit Calc Grafik einst
e o [l [+ [ T
zaehl _ |wkt list3 Define pBin (x)=binomialPDf (x, 25, 0. 5) Blatt1 [Blatt2 |Blatt3 [Blatt4 Blatt5
1 0| 358 eohi(x —
2 U 7. 507 done M y1=phi(x) —
3 2| 8.9e-6 2590 [[Jy2=phi (x-mu) —
4 3| 6.98-5 25 1
5 4| 3.8E-4 [Jy3=—==——"+phi(x-mu) (—
[ 5[ 1.6e-3 0.5%p sigma
Cal> e 1 (x-mu .
% Ova= sigma phl[ sigma] —
nXp>mu V‘]y5:EI
25 list3 |listd
2
Vnxpx(1-p) sigma
5
2
2
Define phi(x)=———%e 2
v 2%7
a [ 1= o
jone.
Algeb  Standard  Reell 2m am 2n  Auto  Standard L]

Abbildung 5: Binomialverteilung und ¢-Funktion fiir Graphen

Fur diesen Datensatz machen wir wie tiblich ein Histogramm, wie es in Abbildung 5, links, zu
sehen ist. Beachten Sie bei der Eingabe der Grenze und der Breite, dass die linke Grenze des
Blocks das Maf§ an der x-Achse ist. Daher sind die folgenden Einstellungen fiir das Histogramm
zu wahlen:

H-Start: —0.5

H-Schr.: 1
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Normalverteilung B

Zum Einbau der Graphen der Normalverteilung in diese Abbildung definieren wir die entspre-
chenden Funktionen. Vorher legen wir noch die Parameter p und o fest und definieren die
Funktion ¢, wie es in der Mitte von Abbildung 5 zu sehen ist.

Die Funktionen werden wie oben beschrieben definiert, vgl. die Funktionen y1 bis y4 in Abbil-
dung 5. Die Abbildungen 6 und 7 zeigen der Reihe nach die Graphen der Funktion ¢ und den
Funktionen aus den beschriebenen Schritten 1 bis 3.

Hiermit gilt £ -@(z —p) = 2-@(=2) =~ B(k;n;p).  Bei diesem kleinen Umfang zeigt sich,

g
dass Differenzen zwischen den Werten der Funktion ¢ und der Binomialverteilung auftreten.
Diese Differenzen gehen mit wachsendem Umfang n gegen 0, wie es der Satz von Moivre und

Laplace aussagt.

& Zoom Analyse Calc & (%] & Zoom Analyse Calc & (%]
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O y3=sigﬁ'phi (x—mu) —_— O y3=sigﬁ'phi (x—mu) —_—
A= L . X—mu - A= L . X—mu -
Oya= sigma phl[ sigma ] — Oly4= sigma phl[ sigma ] —
[y5:0 v [y5:0 v |
2n Auto | 2n Auto |

Abbildung 6: Graphen der Funktion ¢ mit ¢(z), ¢(z — p) und B(k; 25; 1)
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Abbildung 7: Graphen der Funktion mit ¢(z — ), ¢ (=£) und B(k; 25; 3)

' o o
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