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Liebe Lehrerinnen und Lehrer,

im CASIO forum zeigen Kolleginnen und
Kollegen Anregungen und Beispiele fir den
gewinnbringenden Unterrichtseinsatz un-
serer Rechner.

Wir informieren Sie in dieser Ausgabe
Uber einige neue Mdglichkeiten, die durch
die Weiterentwicklung unserer technisch-
wissenschaftlichen Rechner entstehen.
Als Erstes erwartet Sie ein ebenso ver-
bluffendes wie mathematisch interessan-
tes Phdnomen aus der Alltagswelt. Das
Tangentenproblem aus Ausgabe 1/2016
wird vertieft und es werden Vertrauensin-
tervalle und -wahrscheinlichkeiten berech-
net. Wir schauen auf das neu konzipierte
Osterreichische Abitur, berechnen Fraktale
und werfen einen genaueren Blick auf das
Newton-Verfahren. Sie finden weiterhin
eine Knobelaufgabe, eine Modellierung mit
Splines, den 2. Teil der Einheitenumrech-
nung aus der letzten Ausgabe, die L6sung
des letzten Ratsels und eine auf verschie-
denen Wegen Idsbare Analysisaufgabe.

Zum Ausprobieren der Beispielaufgaben im
Unterricht kénnen Sie unsere Grafikrech-
ner im Klassensatz einschlieBlich Zubehor
kostenlos fur vier Wochen ausleihen. Einen
Uberblick tiber dieses und weitere Ange-
bote finden Sie auf unserer Internetseite
im Bereich Lehrersupport. Uber Riickmel-
dungen zur Umsetzung der Aufgaben im
Unterricht oder Anregungen zu bestimm-
ten Themen freuen wir uns! Auch Beitrage
sind herzlich willkommen, gern als E-Mail
an education@casio.de.

lhr Redaktionsteam
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® Analytische Geometrie

Camcarpets - Alles eine
Frage der Perspektive

Autor: Michael Bostelmann, Mons-Tabor-Gymnasium Montabaur

Der folgende Artikel beschreibt ein Projekt,
wie es in einer Unterrichtsreihe zur Analyti-
schen Geometrie durchgefiihrt werden kann.

Einleitung

Bei Fernsehlibertragungen von FuBball-
spielen sind oft Werbebanden zu sehen,
die neben den Toren stehen. Manchmal
passieren da seltsame Dinge, z.B. lauft ein
Spieler wie ein Geist unverletzt durch die-
se Banden hindurch. Von der Seitentribline
sieht die Situation ganz anders aus.

Dabei handelt es sich um sogenannte Cam-
carpets (Kamerateppiche), die neben den
Toren liegen. Von der Position der Haupt-
kamera aus sehen die Teppiche dann wie
aufgestellte Banden aus. Dahinter steckt
pure — und recht elementare — Mathematik.

Der raumliche Effekt entsteht dadurch,
dass alle Punkte, die auf einer Geraden
durch die Kameraposition K liegen, auf
dieselbe Stelle des Bildschirms abgebil-
det werden. Liegen also K, die Punkte P,
einer (fiktiven) echten Bande und die ent-
sprechenden Punkte P,' des Camcarpets
auf einer Geraden, dann sieht das Bild des
Camcarpets in der Kamera genauso aus
wie das der echten Bande.

In einem Projekt zur analytischen Geo-
metrie im Raum sollen Schiler einen sol-
chen Camcarpet herstellen. Im Folgenden
wird die in Abb. 2 gezeigte Werbebande
als Vorlage fir einen Camcarpet verwen-
det. Zum Vergleich wird die echte Werbe-
bande ebenfalls erstellt. Das gestrichelte
Rechteck wird dann senkrecht nach hinten
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@® Fortsetzung: Analytische Geometrie

geklappt und bildet die Standflache. Das
Raster dient nur zur Orientierung und wird
spéter weggelassen.

Werbeflache
Standflache

Abb. 2: Bande mit Raster (5 mm)

Erstellen des Camcarpets

Es wird gezeigt, wie zu einem Punkt P auf
einer echten Bande der Punkt P' auf dem
Camcarpet so bestimmt wird, dass P, P'
und die Position K der Hauptkamera auf ei-
ner Geraden liegen. Der rechte untere Punkt
der Standflache wird spater auch sichtbar
sein, behalt aber seine Koordinaten, da er
in der x,y-Ebene liegt. In Abb. 3 ist das Sze-
nario dargestellt. Die Kamera befindet sich
in der Position K(400|-1000|300).

Abb. 3: Das Szenario mit Kamera und Bande

Die Werbeflache befindet sich in der x,z-
Ebene, sodass die y-Koordinate bei allen
Punkten null ist. Die untere linke Ecke der
Werbeflache liegt im Ursprung und eine Ein-
heit entspricht 1mm. Die obere rechte Ecke
hat die Koordinaten (145|0|45) (vgl. Abb 2).

Der Buchstabe C besteht aus einem Stre-
ckenzug mit den Punkten:

C,(10]0J5), C,(30]|0J5), C,4(30]0|10), C,(15]0|10),
C4(15]0I35), C¢(30]0|35), C,(30|0|40), C4(10|0}40).
Die obere rechte Ecke des Buchstabens
C auf der echten Bande ist also der Punkt
C,(30|0}40).
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Abb. 4: Der Buchstabe C als Streckenzug
Um den Punkt C,' auf dem Camcarpet zu

ermitteln, muss die Gerade g durch K und
C, gebildet und deren Schnittpunkt mit der

2

X,y-Ebene berechnet werden.

g =0K+s-KC, =

400 30 400
(—1000) +s- ( 0 > - (—1000)] =

300 40 300

400 -370
(—1000) +s- (1000)

300 —260

Da die z-Koordinate des Bildpunktes
null sein muss, ergibt sich s:% und C;'
(-26,9|153,8|0) (alle Werte auf eine Nach-
kommastelle gerundet). Allgemein gilt mit
K(k,Jk,lk) und P(p, p,lp,):

kx Px — kx k
g X=|ky|+s-|py—ky| > s Ii kz_zpz

k, pz — Ky pz=0
damit gilt py = m _Zp - (px — ky)und

’ kZ
py:ky"'kz—'(py_ky) = koo k

~Pz
py=0

Mit K(400]-1000|300) ergibt sich dann

pl = 400 + % - (px — 400) und

p =—1000 + -1000

Dies ist eine typische Aufgabe fir eine Ta-
bellenkalkulation, wie sie im FX-991DE X
ClassWiz integriert ist.

Mit  (MENY) in die Tabellenkalkulation
wechseln. In der Spalte A die x-Koordinaten
und in der Spalte B die z-Koordinaten der
Eckpunkte des Buchstabens ,,C“ eingeben.

Mit (@] ,,Formelnfillen“wéahlen, die Formel
fur x' eingeben: 400+300/(300-B1)*(A1-400)
und den Bereich festlegen.

Forue? fiillen
Formel=400+300+(3

Dann analog die Formel fir y' eingeben:
—1000+300/(300-B1)*1000 und den Be-
reich festlegen.

()
Formel fiillen
Formel=—1000+300+

Das Ergebnis sollte dann so aussehen.

10 D 16,549

30 0/17,241[34,432
272411354, 4

1
=400+300+% (300—

Auf diese Weise ergeben sich fiir alle Punkte
der echten Bande die Koordinaten der Bild-
punkte in der x,y-Ebene.

Bei einem Unterrichtsprojekt bietet es sich
an, die Berechnung und Darstellung der
Buchstaben auf verschiedene Gruppen zu
verteilen.

w
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Abb. 5: Aufteilung fur finf Arbeitsgruppen

Dabei muss jede Gruppe auch ihren Teil
des Rahmenrechtecks einzeichnen. Flr
G5 kommt noch das sichtbare Dreieck der
Standflache hinzu. Die Camcarpets der
einzelnen Buchstaben kénnen dann an-
schlieBend zusammengeklebt werden.

Der fertige Camcarpet sieht dann aus wie

=

Abb. 6: Der fertige Camcarpet

Zur Uberpriifung wird der Camcarpet so in
die x,y-Ebene gelegt, dass die linke untere
Ecke im Ursprung und die Unterkante auf
der x-Achse liegen. Eine Kamera muss in
die Position K(400|-1000|300) gebracht
werden. Da nicht klar ist, wo genau inner-
halb der Kamera sich der zur Berechnung
verwendete Kamerapunkt K befindet, wird
die Kamera zunéchst so aufgestellt, dass
K etwa in der Mitte des Gehauses liegt. In
Abb. 8 sind die Fotografien der Original-
bande und des Camcarpets zu sehen.

Beim linken Schriftzug ist auf dem Boden
der Schatten der Bande erkennbar. Die
liegende Carpet-Schrift scheint aufrecht
stehend und wirkt aufgerdumter als die
echte Bande. Um den Eindruck perfekt zu
machen, enthalten Camcarpets in FuBball-
stadien zusatzlich Linien, die das Gestell
hinter der Bande darstellen.
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Abb. 7: Bande als Folie und Camcarpet

CA-FO CAR-FO
Abb. 8: Originalbande (links)
und Camcarpet (rechts)
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Neues vom Tangentenproblem

Autor: Jirgen Appel, Deutschorden-Gymnasium, Bad Mergentheim

Was bisher geschah:

Im Artikel ,Ein besonderes Tangentenpro-
blem*“ (CASIO forum 1/2016) wurden Tan-
genten an den Graphen einer ganzrationalen
Funktion f mit f(x):%x3—g -3 gesucht, die
gleichzeitig auch Normalen an den Graphen
von f sind. Wird dieses Tangentenproblem
allgemeiner gestellt, kbnnen weitere, eben-
falls interessante Aufgabenstellungen hin-
zugefiigt werden. Gegeben ist die Funktion
f mit f(x)=ax®*+ bx?+cx+d (a>0)

Aufgabenstellung 1

Fur welche Parameterwerte gibt es solche
Tangenten, die gleichzeitig Normalen an
den Graphen von f sind?

Lésung

Die allgemeine Tangentengleichung lautet:
t:y=f'(u) - (x—u)+f(u)

Der Schnitt der Tangente mit dem Graphen
liefert die Lésungen:

X, =U (doppelte Nullstelle) und
x2=—(g+2u)=v

Bedingung:

f'(u)-f(v)=—1 bzw. f'(u)-f' - (2+2u))=—1
Dies fuhrt zu einer Gleichung vierten Grades
fur u:

36a’- u*+48ab- u%+(19b%+ 15ac) - u*+
(22°+10bc)-u +b70+02+1 =0

Die erst? Substitution

u=g- - liefert folgende biquadratische
Gleichung: bt 2b2e

36a20* + 5( 3ac — b?)-G? + 957 a5 * c2+1=0
Die zweite Substitution z=a? fihrt zur qua-
dratischen Gleichung: 2 2
36a2-z2 + 5( 3ac — b?)-z + [** Cj +1=0

3a
Diskriminante: )
bZ
l:[cj +1:l =
3a
9(3ac — b?)? — 144a2
Demnach gibt es nur Lésungen fir D=0,
d.h. fur 9(3ac — b??=144a?
Somit muss gelten: [3ac—b?| = 4a [1]

D = 25(3ac — b?)? — 144a? -

_ =5¢ 3ac—b?)+J9( 3ac - b P — 1442
- 72a°

Z1;2

Da es fir negative Werte von z keine Losun-
gen U gibt (Resubstitution), folgt:
3ac-b?<0 (da die Wurzel kleiner
[3-(Bac—b?)| ist) [2]

Aus [1] und [2] folgt:

Es gibt nur Lésungen fur 3ac-b?<-4a.
(ozw. c -2~ < _ %)

3a 3

In der Regel gibt es vier Losungen. Zwei L6-
sungen gibt es genau dann, wenn D=0 (d.h.
3ac-b?=-4a) ist. Eine L&sung gibt es nicht,
denn dann misste z=0 sein (also b?=3ac)
— u=---. Das ware die Wendetangente
(Symmetrie), die kann jedoch nie Normale
sein, da sie den Graph nicht mehr schneidet
(die Wendestelle ist dreifache Nullstelle).

Aufgabenstellung 2

Es gilt a:%, die Koeffizienten b und ¢ wer-
den mithilfe eines Zufallsexperiments un-
abhangig voneinander bestimmt.

Dabei soll gelten: -3<b<3 und -3<c=<3

Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass eine Tangente auch Normale ist.

Lésung

Lésungen gibt es nur, falls die Bedingung
3ac-b?<-4a erfiillt wird:

Miga:lfolgt: ; .

e b2e—g-1 —p2<-4

330 b?< 43d.h.c b?< 3

chZ-g [1]

Grenzfall: c=b2-2
Die Situation graphisch dargestellt:

Wird nun noch das Quadrat ABCD einge-
zeichnet, kann die gesuchte Wahrschein-
lichkeit als Flacheninhalt interpretiert wer-
den. Da c<b?-2 gelten muss, liegen die
Punkte (b|c), die?LC')sungen des Tangenten-
problems reprasentieren, unterhalb der
Parabel c=b?-4 . Alle Punkte (b|c), die Lo-
sungen des Tangentenproblems représen-
tieren, missen zudem innerhalb des Qua-
drats als auch unterhalb der Parabel liegen.
Alle Punkte (b|c), fir die es Losungen gibt,
liegen in der blau geténten Flache.

Aus c=3 folgt:
P —@m)undcz(—@m)

B FfRdfum] ([)fed

SolveN(Y1=3)

_J39 J39 }
3 ' 3

[

[ Y | r | Xt | Yt | X |
Fir den Flacheninhalt F der blau geténten
Flache gilt:

V3

3

F=6-6- [ 3—(b2—§)db=

36-12,027=23,973 (GTR)

uﬁ
2

B (dTc)Rea)

23.97259645

| Y | » | Xt | Y| X |

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist der
Quotient aus F und dem Flacheninhalt F*

des Quadrats ABCD.
p= L= 23;2373 ~06659

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt
demnach ca. 66,6 %. Bemerkung: Dieses
Zufallsexperiment kann auch mithilfe einer
Tabellenkalkulation simuliert und die Werte mit
dem berechneten Wert verglichen werden.

Variante

Interessant ist auch folgende Verallgemei-
nerung des Zufallsexperiments: Sei a=q.
Die Koeffizienten b und ¢ werden mithilfe
eines Zufallsexperiments unabhangig von-
einander bestimmt. Dabei soll gelten:
—-ksbs<k und -k=c<k; (keIR*). Wie ver-
andert sich die Wahrscheinlichkeit, dass es
Tangenten gibt, die gleichzeitig auch Nor-
malen sind, mit wachsendem k?

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist erneut
der Quotient aus dem Flacheninhalt F der
blau getdnten Flache und dem Flacheninhalt
F* des Quadrats ABCD. Beide Flacheninhal-
te streben fir k— « gegen unendlich. Der
Flacheninhalt F fir allgemeines b und ¢ wird
mithilfe der Integralrechnung bestimmt.

Es gilt: F=(2k)* — j k— (b —%)db:
s T4 o
4k —J‘k+f—b db
3
2 r 4 2
F=dk’ =2 [k+=~bdb
13
Dabei ist r festgelegt tber: k=r2—% (mit r > 0);

also: r = /k+i
3

Das Integral hat den Wert:

3
Jk+i—b2db:g~(k+ijz
o3 3 3
Damit folgt:

3 3
F=4k2—2.3.[k+5]2 :4k2—i.(k+i)2
3 3 3 3

Fur den Flacheninhalt F* des Quadrats gilt:
F*=(2K)- (2K) = 4k2. Somit gilt:
3

3
442 —i(k+i)2 (k+i)2
F 3 3) 3

PeF 452 3k?
Fir k— o folgt: limp = 1.
k—x




® Stochastik mit dem FX-991DE X

Ermitteln von Vertrauensintervallen mithilfe
des CASIO FX-991DE X

Autor: Dr. Wolfgang Ludwicki, Tangerminde

Im Fachlehrplan Gymnasium/Fachgym-
nasium Mathematik fordert das Kul-
tusministerium von Sachsen-Anhalt im
Schwerpunkt ,Beurteilende Statistik®,
dass die Schiiler Schatzwerte fiir eine
unbekannte Wahrscheinlichkeit binomi-
alverteilter ZufallsgroBen ermitteln und
Vertrauensintervalle um diese Schatz-
werte zu konkreten Vertrauenswahr-
scheinlichkeiten angeben. Als grundle-
gende Begriffe werden dort ,,Vertrauens-
wahrscheinlichkeit“ und ,Vertrauensin-
tervall“ genannt (vgl. ebenda Seite 63).

Eine typische Aufgabe in diesem Zusam-
menhang konnte lauten: Bei der Qualitats-
kontrolle eines Massenartikels waren von
187 Uberpriften Teilen 11 defekt. Ermitteln
Sie das 75%-Vertrauensintervall fir die un-
bekannte Ausschussquote.

Zur Losung dieser Aufgabe kénnen folgende
Uberlegungen fiihren. Die relative Haufig-
keit der defekten1Te|Ie in dieser Stichprobe
betragth—T 7

Der unbekannte Anteil an defekten Teilen in
der Grundgesamtheit wird mit p bezeich-
net. Die ZufallsgréBe X moége die Anzahl
der defekten Teile in einer Zufallsstichprobe
von 187 Teilen angeben. Die ZufallsgréBe
X ist dann binomialverteilt mit den Para-
metern n=187 und der unbekannten Tref-
ferwahrscheinlichkeit p. Unter bestimmten
Bedingungen ist es vernlinftig, X als nor-
malverteilt mit den Parametern y und o an-
zunehmen. Dann gilt die Beziehung
Px—p{<t-0)=20()-1 mit P als Verteilungs-
funktion der Standardnormalverteilung.
Wird nun #=FE(X) und ¢- o =c gesetzt,
so ergibt sich

Plx-E(x)|<c)= 2®(i‘j -1.
(e

Diese Gleichung ist &quivalent zur Gleichung

Alr-Ees)=of )

Hieristn= 187 der Umfang der Stichprobe,
damit ist ¥ = d|e Reahsnerung des unbe-
kannten Antells p= —E

n n

Mit der Wahrscheinlichkeit von 2“’(5}—1
darf darauf vertraut werden, dass der ge-
suchte Anteil p von der beobachteten relati-
ven Héufigkeit% um hdchstens % abweicht.

Wird fir diese Vertrauenswahrscheinlichkeit
zq)(i]_l nun ein fester Wert 3 gewahlt, so
o

lasst sich um ,);( ein Vertrauensintervall p,<p
=p, flr p angeben, sodass p mit der gewahl-

ten Vertrauenswahrscheinlichkeit in diesem
Intervall liegt. In diesem Fall ist 8=0,75. Das
Vertrauensintervall ergibt sich somit aus der
Gleichung:

AL pl< —2@(%—1:0,75.
187 -

— P
Aus der rechten Gleichheit folgt:

2®(£j -1=0,75, <=> q)[i) =
o o

€ — (0875, <=> £ ~11503, <=>c ~11503c.
o

1+0,75
—

Da X als binomialverteilt angenommen wer-
den kann, wird daraus

c=11503-/n- p-(1— p) =1,1503- /187 p-(1- p) .

Das zugehoérige Vertrauensintervall ist die
Lésungsmenge der Ungleichung

187-p-(1-p)

187 -0

1 1,1503-
——p|<
17

Diese Ungleichung ist &quivalent zu

2 2
(L_p] S1,1503 -p-(A-p)
17 187

Mit Naherungswerten folgt:
142,3251p* —17,6264p +0,4890<0,

P> —0,1238p+0,003436<0.

Die Losungsmenge der letzten Ungleichung
ist ein abgeschlossenes Intervall, dessen
Grenzen die Lésungen p, und p, der quadra-
tischen Gleichung p?-0,1238p +0,003436=0
sind: p, ~0,0420 und p, ~0,0819 . Deswegen
liegt mit 75%iger Sicherheit der tatsach-
liche Anteil an defekten Teilen zwischen
4,20% und 8,19 %.

Zur Loésung dieser Aufgabe kann der CASIO
FX-991DE X an zwei Stellen vorteilhaft ein-
gesetzt werden.

(1) Zur Ermittlung von g kann auf die Um-
kehrfunktion @' der Standardnormalver-
teilung zuriickgegriffen werden, die sich im
Menu ,,7: Verteilungsfkt.“ als ,,3: Inv. Nor-
mal-V.“ befindet.

(2) Die Ungleichung (*) kann mithilfe des
Befehles SOLVE gel6st werden. Die Inter-
vallgrenzen p, und p, werden als Losungen

der Gleichung
1 ‘_1,1503 187-p-(1-p)

187

7 ermittelt.
Die vom SOLVE-Befehl gefundenen Lésun-
gen sind in starkem MaBe von den Anfangs-
werten abhangig. Wird der Startwert kleiner
als 11—7 gewahlt, wird als Lésung p, angezeigt,

ist der Startwert groBer als 7 ist es p,.

| 1 ] I 1503-.'18'?
17 187"
x =118
=3
1 _,|=1:15034187
17 187
x=_ 0, 0419583258
|1 | 1, 15034187,
187"
x =1+16
| | 1, 15034187 |
17 187
x= 0, 0818882918
L—R= 0

Wird in der Ungleichung (*) der Wurzelaus-

druck «/187~p-(1*p) durch

1
18795 ( 17) ersetzt, ergibt sich als N&-
herung fur das Vertrauensintervall

1 11503 18 16

P = - 187 - —-— % 0,05759
17 187 17 17

und

Py = ! +1’1503 187 - —-1—$~00601

17 187 17

Statt ,,Vertrauensintervall“ und ,Vertrauens-
wahrscheinlichkeit“ wird auch vom ,,Konfi-
denzintervall“ bzw. dem ,,Konfidenzniveau®
gesprochen; vertrauen heit im Lateini-
schen confidere.

Dieses Beispiel l&sst sich zu folgendem Al-
gorithmus verallgemeinern: Wenn bei einer
Bernoullikette der Léange n die relative Hau-
figkeit h beobachtet wird, dann bestimmt
man die Grenzen des Vertrauensintervalls
I=[py;p.]={X|p,;=x=p,} exakt zu einer vor-
gegebenen Vertrauenswahrscheinlichkeit 53,
indem die Gleichung

o _~ |pd=p)
[h=pl=C ==

nach p aufgeldst wird.
Dabei ist c =" Mj Die Naherungsl6-
sungen sind

~h-C /M und p, ~h+Cy =R
n n

Eine Anwendung dieses Algorithmus mit
dem CASIO FX-991DE X wird an der fol-
genden Aufgabe demonstriert:

Durch eine Kontrolle wurde festgestellt,
dass von 548 Fahrern nur 411 den Sicher-
heitsgurt anlegten. Bestimmen Sie das Ver-
trauensintervall, in dem mit 95 % Sicherheit
der Anteil derjenigen unter allen Autofah-
rern liegt, die sich anschnallen.

q
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Lésung
Der Aufgabe wird enthommen: n=548;
h:% und B=0,95.

berechnet

Zunéchst wird C = d"! [#]

und im Speicher C abgelegt:

D00 EHOEOEEN
HR2EE86r

Inv. ﬁlormal—v.
Flache:0, 975

I :0

o)
XInv=

1, 959964024

AnschlieBend in das Men( ,,1:Berechnun-
gen“ wechseln und mithilfe von SOLVE die
Loésungen der Gleichung

@A @OOBEGEM@E
EB®E

vo [ ¥
411 | (Z =2
548 x|—CJ 518

x =411+549

3
411 | (X2
548 x|‘CJ 548

= 0, ¥120900132
R 0

@® Fraktale in der Tabellenkalkulation

Berog@0ZEE @ E
EB®E

Vo [ i
11| [={d=2)
518 xl‘CJ 518

x =412+518

vor B
411 | (=2
548 xl—C 18

= 0,7844294048
L—R= o

Nach der Eingabe des Startwertes fir x und
der Bestatigung durch (5] ist die Eingabe
fur C moglich; angezeigt wird der Wert, der
sich im Speicher C befindet. Mittels @
muss zur Variablen x zuriickgekehrt werden,
weil die Gleichung fur die Variable geldst
wird, die als letzte angezeigt wurde.

Mit 95 % Sicherheit liegt der Anteil der Gurt-
benutzer unter allen Autofahrern im Vertrau-
ensintervall I=[p,; p,]=[0,7121; 0,7844].

Die Darstellung der Mandelbrotmenge

Autorin: Caroline Duttiné, Universitat St. Andrews, Schottland

Die Mandelbrotmenge, benannt nach
dem Mathematiker Benoit Mandelbrot
(1924-2010), gehort wohl zu den schons-
ten Gebilden, die die Mathematik zu bieten
hat, schlieBlich besticht sie schon allein
durch ihre Farbpracht. Doch: Was genau
verbirgt sich hinter der bunten Fassade
und wie kann ein ClassPad Schiilern die
Entstehung des sogenannten ,,Apfelmann-
chens” naherbringen?

Um dies zu verstehen, ist ein Blick auf
Fraktale und komplexe Zahlen unerlasslich.

Wird die Mandelbrotmenge genauer be-
trachtet, |asst sich feststellen, dass diese in
ihrem Rand Selbstahnlichkeit aufweist. Un-
ter dem Begriff der Selbstéhnlichkeit ver-
stehen Mathematiker die Tatsache, dass
einzelne Teile eines Gebildes - in unserem

Fall der Mandelbrotmenge — eine starke
Ahnlichkeit mit dem Gesamten aufweisen.
Selbstéhnliche Objekte verfliigen oft Uber
eine gebrochene Dimension. Daher handelt
es sich bei ihnen um sogenannte ,Frak-
tale“. Auch die Mandelbrotmenge ist ein
Fraktal. Weitere Beispiele sind der Menger
Schwamm, das Sierpinski-Dreieck oder
der Pythagoras Baum. Fraktale gibt es
auch in der Natur: Farne, Blumenkohl oder
Romanesco sind selbstahnlich. Auch die
Flachsfaser ist eine fraktale Faser.

Um dies im Unterricht intensiver zu behan-
deln, ist die Einflihrung in die komplexen
Zahlen nétig. Komplexe Zahlen bestehen
stets aus einem Real- und einem Imaginar-
teil. Eine komplexe Zahl entspricht der Zahl
z=a+bi, wobei a den Realteil und b den
Imaginarteil angibt. Bei i handelt es sich
um die imagindre Einheit. Die Darstellung
komplexer Zahlen erfolgt mithilfe der so-
genannten GauB’schen Zahlenebene, bei
der das Koordinatensystem aus der Imagi-
nérachse (vertikaler Achse) und der Real-
achse (horizontaler Achse) besteht.

Der Ausgangspunkt der Mandelbrotmenge
ist die Gleichung z,,,=(z,)*+c, als Aus-
gangsglied eignet sich z,=0. Im Folgenden
werden nun mehrere Iterationsschritte hin-
tereinander durchgefiihrt, indem stets der

vorhergehende Wert fiir z, quadriert und ¢
hinzuaddiert wird. Der Wert fiir ¢ kann ver-
andert werden. Um die lterationsschritte
nicht mhsam ,,zu FuB“ berechnen zu mis-
sen, lohnt die Verwendung des ClassPads.
Im Menl ,Tabellenkalkulation® wird die
Gleichung z,,,=(z,)?+c¢ in eine Zelle ein-
gegeben und der Startwert z,=0 sowie der
Additiven c eingetragen. Dabei ist darauf
zu achten, vor alle eingegebenen Gleichun-
gen und Werte ein Gleichheitszeichen ,="
zu setzen, wie dies in Excel-Anwendungen
der Fall ist. Nach dem Markieren der un-
ter der Gleichung z,,,=(z,)?+c stehenden
Zellen und der Aktion ,Mit Wert flllen“ er-
rechnet der ClassPad die folgenden lterati-
onsschritte.

Die Mandelbrotmenge enthélt dann alle
Werte von c, fiir die die Folge (z,)?+c Uber
Attraktoren verfiigt. Unter Attraktoren ver-
steht man in der Mathematik bestimmte
Zustande oder Mengen von Zustanden, auf
die eine lteration zustrebt. Die Werte der
Attraktoren sind unerheblich. Wichtig ist le-
diglich, fur welche Werte von c in der GauB-
Ebene die Iteration beschrénkt ist. Diese
Punkte werden nun als Flache dargestellt.
Dadurch ergibt sich Schritt fir Schritt die
Form des Apfelmannchens und damit die
Mandelbrotmenge.




® Standardisierte Reifepriifung Mathematik AHS - Aufgabenpool

Ubungsaufgabe: Waldbewirtschaftung

Autorin: Mag. Julia Marsik, BRG/BORG Wien 15

Seit knapp zwei Jahren finden sich im
Aufgabenpool des Bundesministeriums
fiir Bildung neue Typ-2-Ubungsklausur-
aufgaben fiir die SRP in Mathematik mit
besonderen Technologiekomponenten.’
Der nachfolgend bearbeitete Auszug fand
beim Stresstest im vergangenen Herbst
Verwendung.

Der Holzbestand eines durchschnittlichen
Fichtenwaldes in Osterreich betragt 350 m3
pro Hektar Waldflache. Pro Jahr ist mit ei-
nem durchschnittlichen Zuwachs von 3,3 %
zu rechnen. Bei einer nachhaltigen Bewirt-
schaftung, wie sie in Osterreich vorgeschrie-
ben ist, soll der Holzbestand des Waldes
gleich bleiben oder leicht zunehmen.

Der Holzbestand eines 20 ha groBen Fich-
tenwaldes wird in einem Zeitraum von 15
Jahren jéhrlich jeweils am Ende des Jah-
res (nachdem der jéhrliche Zuwachs abge-
schlossen ist) um 10 m® pro Hektar (also
um 200 md) verringert.

Aufgabe:

Ermitteln Sie den Holzbestand des Fichten-
waldes nach Ablauf von 15 Jahren!

Bei Differenzengleichungen kommt im
ClassPad die Folgen&Reihen-Anwendung
zum Einsatz. Diese werden in gewohnter
Form wie im Schulbuch angegeben.

0 Edit Typ n,an *

|| =
AR | 3an | an®

Rekursiv| Explizit
M an.i=an+3. 3%xan—200
ag=20x350
brness O
be=0
Cnass O

co=0

n an
Null Null ]

Das Menii ,n,a,“ untersttitzt hier beim Ein-
tippen weniger zugénglicher Zeichen.

o Edit Typﬁo
: San |3
Rekursiv| Explp,
M an.=and g, 100
ag=20
bt O
be=0
Cngat O
c=0
Explizit »

Der Haken vor der Gleichung muss manu-
ell gesetzt werden. Eine Liste der einzelnen
Folgenglieder wird wie Wertetabellen in der
Grafik&Tabelle-Anwendung erzeugt. Zu-
nachst werden Uber die Symbolleiste

© Edit Typ n,g, ¢
o[BI [T [l
das erste und letzte darzustellende Folgen-
glied festgelegt.

0 Edit Typ n,an *

-
7 | Ean | anf?

Rekursiv| Explizit
M an.i=an+3. 3%-a,-200

ag=T000
Foloenglieder
Startwert : |0 |
Ende  :|15

Lo |

[Abrochen |

Durch Antippen des Tabellensymbols ganz
links und VergréBern des unteren Fensters
werden alle Werte angezeigt.

© Edit Grafik & B3

anyi=an+3. 3%-an—-200
n an
70007
7031

-
w
o
Sow—o

-3
™
(=3
3 =~100
CLLJOINCOOOQ

14 7540.
6] 7589. 4

[7589. 41275850332 B[]
2o Reell L)

Die letzte Zeile liefert den gesuchten Holz-
bestand nach 15 Jahren von etwa 7589 m®.

Aufgabe:

Geben Sie an, ob bei dieser Art der Be-
wirtschaftung der Holzbestand des Fich-
tenwaldes trotz Schldgerung exponentiell
zunimmt, und begriinden Sie lhre Entschei-
dung! Die obige Tabelle lasst sich um eine
Spalte mit den bendtigten Quotienten der
Folgenglieder ergénzen.

0 E:Flt TYP n,an *

alz-=] =
AR | 3an | anT

=an+3. 3%ean—-200
2=7000
st O

=0

ay
bl )
+10

a
pba

- | -
b | 0T

—

Mit diesem Symbol wird a,,,/a, berechnet
und rechts der Tabelle beigefiigt, mit dem
dartber kdnnten alternativ die Differenzen
a,.;—a, angezeigt werden, z.B. zum Nach-
weis linearer Wachstumsprozesse.

& Edit Grafik o x

n Ap Quotient
i 0] T000 Undefined |
1 T031 1.0044

2 T063.0 1.0048

3 7096.1 1.0047

4 T130.3 1.0048

5 T165.6 1.00350

6 7202.0 1.0051

T 7239 1. 0052

8 T278.6 1.0054

9 7T318.8 1.0055

10 7360.3 1.0057

11 7403.2 1.0058

12 7447.5 1.0060

13 7493.3 1. 0061

14 7540.6 1.0083

15 7589.4 1.0065

Der Wachstumsfaktor ist nicht konstant,
sondern steigt an. Bei dieser Art der Be-
wirtschaftung nimmt also der Holzbestand
nicht exponentiell zu.

Eine explizite Darstellung der Folgenglieder
lasst sich mit folgendem Modul gewinnen.

| © Edit Grafik ¢
M EEEE

Dieses stellt eine auf Folgen spezialisierte
Main-Anwendung dar, die im ,Calc“-Meni
den Befehl rSolve direkt bereitstellt. Die
Differenzengleichung wird hier bereits fir
eine beliebige Schldgerung x geldst.

O Edit n,en 80,8 Calc X
EREEE l
rSolve(an.=an+3. 3%xan-x, a,=7000)

|‘I 1033 1000 x
n="| 1000

1088119 [ 1000-x
1000 33

1089 _7000 ) + 109" "]

1000-%

solve (9500 -7l]0l]]+

{x=99. 513195?5}
0

|{x<99. 5131957496376} LIS
Reell 2n @

Dezimal

Das Ergebnis ist eine gestauchte und nach
oben verschobene Exponentialfunktion mit
unverandertem Wachstumsfaktor 1,033.
Hiermit lasst sich das maximale Holzvolu-
men berechnen, das pro Jahr geschlégert
werden darf, um einen bestimmten Holzbe-
stand nach 15 Jahren zu erzielen. Bei einer
jahrlichen Verringerung von etwa 99,5 m?
blieben demnach mehr als die im Stress-
test benannten 9500 méd.

Eine vollstidndige Bearbeitung der Auf-
gabe ,Waldbewirtschaftung® mit der
ClassPad-II-Tabellenkalkulation von mir,
Mag.2 Marsik, finden Sie auf dem ,,CASIO
Schulrechner“-YouTube-Kanal.

Weitere Ldésungen von Typ-1- und Typ-2-
Ubungsaufgaben mit dem ClassPad ||
finden Sie in der Materialdatenbank unter
www.casio-schulrechner.at

6

'Quelle: https://aufgabenpool.srdp.at/srp_ahs/?action=14&cmd=3&order=AKTUALISIERT%20DESC



Oszillierender Newton

Autor: Arnold Zitterbart, Triberg

In dem neuen Mathematik-Bildungsplan fir
Baden-Wirttemberg wurde wieder ein Ite-
rationsverfahren zur Losung von Gleichun-
gen aufgenommen. Fallt die Entscheidung
auf die Erarbeitung des Newton-Verfah-
rens, so lohnt es sich auch dariiber nach-
zudenken, dass bei geeigneten Beispielen
das Newton-Verfahren nicht zwangslaufig
konvergiert. In den Schulblichern finden
sich Beispiele, bei denen ein Startwert, der
zu weit von der gesuchten Nullstelle ent-
fernt ist, zu einem divergierenden Newton-
Verfahren flhrt oder zu Ilterationswerten,
die auBerhalb des Definitionsbereichs der
betrachteten Funktion liegen.

Im Folgenden wird ein Beispiel konstruiert,
das zwischen den beiden Werten 4 und 2
oszilliert, d.h., der Startwert x,=4 fuhrt auf
den lterationswert x,=2 und dieser wieder-
um auf x,=4. Wegen der Symmetrie des
Graphen einer ganzrationalen Funktion 3.
Grades wird in dieser Funktionenklasse
nach einem geeigneten Beispiel gesucht.
Das Beispiel muss die beiden folgenden
Gleichungen erflllen:
f(x0) f(x1)

X0 T xo) Pl 0
Daher wird als Ansatz eine ganzrationale
Funktion 3. Grades gewahlt, bei der es nur
zwei Koeffizienten als Parameter gibt.

=x; und x; —

Define f(x)=axx"3+bxa™2+5x-1
done
Define f1(a)=diff (f(x),x)

done

14)
R TEY)

=2

f1(2) a,b
=2 7
{a‘ar":"s}
f(x) |ans
3 2
9x7 _Tx
32 - 8 +5ex=1

Im Folgenden wird Uberprift, ob das New-
ton-Verfahren fir die Funktion g mit

g(x) =39—2x3—%x2+ 5x-1

zwischen 4 und 2 oszilliert.

_9->¢3 [
Define glx)= 32 3 +5-x-1

done
solve(g(x)=0, x)
1x=0.2224791619, x=3. 475562799

Der ClassPad liefert eine Nullstelle bei
x=3,48, sodass der Startwert x,=4 fir das
Newton-Verfahren sinnvoll erscheint. Werden
allerdings die Iterationswerte x, und x, berech-
net, wird sofort deutlich, dass das Verfah-
ren zwischen den Werten 4 und 2 alterniert.

Define gl (x)=diff (g(x),x)
done

4B ()
gl(4)

a2
2-a1(2)

Visualisierung:

¥

Blatt! Blatt2 _Hl!“3 Blatt4 |Blatts

Ml v 1=g(x) =
[ y2=tanLine (g(x),x, 4) et
[ v3=tanLine{g{x).x. 2} —

Wird das Newton-Verfahren mit dem Start-
wert 2,5 durchgefiihrt, konvergiert der Al-
gorithmus:

2.5 5]
2.
glans)
15751 (ans)
3.441121495
_glans)
NS (ans)
3. 4749185
P glans)
‘""’_sl(ansl
3. 475562557

® Buchvorstellung

Mathematik verstehen

Nachdem letztes Schuljahr bereits
zwei Bande CASIO Technologietrai-
ning fir die 9. und 10. Schulstufe (in
Osterreich 5. und 6. Schulstufe) zur
Lehrbuchserie ,Mathematik verste-
hen“ des Obv-Verlages erschienen
sind, gibt es nun auch die Blcher fur
die Schulstufen 11 und 12.

Jedes Heft begleitet das entspre-
chende Schulbuch in idealer Weise an-
hand des ClassPad Il. Der Umgang mit
dem Gerat wird fiir sémtliche Themen-
gebiete des Jahrgangs in sinnvollem
Umfang und einer klaren, nachvoll-
ziehbaren Sprache dargestellt.

Mathematik

verstehen

Durch diese ,Schritt fiir Schritt“-An-
leitung ist das Buch fiir das Selbst-
studium, die Vor- und Nachbereitung
und als Nachschlagewerk geeignet.
Es enthalt eine Ubersicht der verwen-
deten Befehle mit einer Musterauf-
gabe, das Inhaltsverzeichnis verweist
auf konkrete Themenbereiche. Weil
sdmtliche Beispiele ausfiihrlich er-
klart und durchgerechnet werden,
kann es auch unabhéngig vom Lehr-
werk eingesetzt werden.

® Ratselecke

Fahrenheit und Celsius

Autor: Prof. Dr. Heinrich Hemmme, Fachhochschule Aachen

Die Fahrenheitskala wurde um 1714 von
dem deutschen Physiker und Instrumenten-
bauer Daniel Gabriel Fahrenheit (1686-1736)
entwickelt. Bei dieser Temperaturskala sind
der Gefrier- und der Siedepunkt des Was-
sers mit 32°F und 212°F festgelegt. Sie ist
heute nur noch in Nordamerika gebrauch-
lich. Bei der Celsiusskala hingegen entspre-
chen dem Gefrier- und dem Siedepunkt des

Wassers Temperaturen von 0°C und 100°C.
Sie wurde 1742 von dem schwedischen As-
tronomen Anders Celsius (1701-1744) ein-
gefuhrt. Daraus resultiert die Umrechnungs-
formel von einer Celsiustemperatur C in eine
Fahrenheittemperatur F zu F=1,8°C + 32.

Bestimme die positiven ganzzahligen Cel-
siustemperaturen, die sich in die korrekte

positive ganzzahlige Fahrenheittemperatur
umwandeln lassen, indem einfach die letzte
Stelle der Celsiustemperatur an ihren An-
fang verschoben wird. Beispielsweise wir-
de aus 2147°C mit dieser Methode 7214°F
werden. Dennoch ist dies keine Lésung der
Aufgabe, denn 2147°C ist nicht die gleiche
Temperatur wie 7214°F.




® Modellierung mit dem ClassPad Il

Die Querverbindung eines Tors

wird konstruiert

Autorin: Heide Soose, Kassel

05 05 1
Bild 1

Das Tor im Bild 1 hat im oberen Bereich
eine gebogene Querverbindung, die ma-
thematisch modelliert werden soll. Be-
schreiben Sie anhand der Abbildungen 2
und 3 die verwendeten Modellansitze.

Die Punkte sind gegeben durch A(-1]0,85),
B(-0,5|1), C(0|1,23), D(0,5|1), E(1]|0,85). Dis-
kutieren Sie die Qualitat der Ergebnisse.
Modellieren Sie den Torbogen mithilfe ei-
nes Splines.

Lésung

Bild 2 zeigt eine (achsensymmetrische)
Funktion 4. Grades. Werden die Punkte C
und E sowie die Eigenschaft, dass bei E
ein Tiefpunkt vorliegen soll, benutzt, ergibt
sich die Funktion

f(x)=0,38x*-0,76x2+1,23

Bei den Punkten C, D und E ergibt sich
f(x)=0,72x4-1,1x2+1,23

Als Ergebnis sollten die Schiiler erkennen,
dass es bei der Rekonstruktion nicht uner-

heblich ist, welche Bedingungen benutzt
werden!

& Edit Zoom Analvsa *
i M = ol ur* V—\PH_
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Bei Bild 3 soll die Querverbindung durch
drei quadratische Funktionen beschrieben
werden.

Bild 2

05 1

Funktion 1: Scheitelpunkt bei A, der Punkt
B liegt auf dem Graphen
p1(x)=0,6(x+1)2+0,85

Funktion 2: Scheitelpunkt bei C, Punkt B
liegt auf dem Graphen

p2(x)=-0,92x2+1,23

Funktion 3: Scheitelpunkt bei E, und Punkt D
liegt auf dem Graphen
p3(x)=0,6(x—1)2+0,85

Hier ist gut zu erkennen, dass die Ubergan-
ge der Funktionen nicht optimal sind.

& Edit Zoom Analyse ¢
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Der Torbogen kann auch mithilfe kubi-
scher Splines modelliert werden. Hierzu
werden vier Funktionen dritten Grades be-
noétigt, z.B.

f(X) =r x3+s,x2+t,x+ U,

g(X)=rx3+s,x2+ t,x + U,

h(X) = r;x3+S,x2 + ;X + Uy
i(X)=rx3+s,x2+t,x+U,

Diese werden mit dem ClassPad definiert,
ebenso deren Ableitungen.

Mithilfe eines LGS
f(-1)=0,85, f(-0,5)=g(-0,5)=1, f'(-0,5
0!5)’ f"(—O,S):g"( 0,5), ( = (
g'(0)=h'(0), 9"(0)=n"(0),
h'(0,5)=i'(0,5), h"(0,5)=i"(0,5),
f'(-1)=0, i"(1)=0 mit 16 Variablen (!!) kdn-

nen diese bestimmt werden. Es ist hilfreich,
Uber Listen die Ergebnisse des LGS den
Variablen zuzuordnen.

Es ergibt sich:
f(x)=-0,12x3+0,3x2+ 0,96x + 1,39
g(x)=-1,4x3-1,62x2+1,23
h(x)=1,4x3-1,62x2+1,23
i(x)=0,12x3+0,3x2-0,96x + 1,39

An dieser Stelle kann nun thematisiert wer-
den, wie sich aufgrund der Symmetrie die
beiden Funktionen h(x) und i(x) aus f(x) und
g(x) erschlieBen lassen.
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Im Anschluss kénnen auch die Modellie-
rungen mit den Polynomen 4. Grades und
die Splinemodellierung verglichen werden.

Eine andere Mdglichkeit ist es, aus den ge-
gebenen Punkten mittels Regression
eine Funktionsgleichung zu erstellen:
f(x)=0,72x*-1,1x2+1,23. Dies entspricht
der Funktion, die sich bei der Rekonstrukti-
on durch die Punkte C, D und E ergibt.

Da der Torbogen sowohl durch Rekon-
struktion (hier mit Funktionen 4. bzw. 2.
Grades), Regression als auch durch Spli-
nes modelliert werden kann, ist auch eine
Aufteilung der Schulklasse in Gruppen mit
unterschiedlichem Arbeitsauftrag gut vor-
stellbar. Eventuell kann auch noch eine Re-
konstruktion durch eine Kosinusfunktion in
Betracht kommen.

Die Ergebnisse sollten auch hinsichtlich
des Aufwandes zur Lésungsfindung vergli-
chen werden. Aufgrund der Komplexitat ist
die Behandlung von Splines eher fir den
Leistungskurs geeignet.

Quelle:
Neue Wege Analysis, Schroedel 2010, S.152




® Ubersicht der Umrechnungsfaktoren

ClassWiz: Ubersicht zur Umrechnung
verschiedener Einheiten (Teil 2)

Autor: Lutz Bloser, Frankfurt

Schaut man im ClassWiz unter ,CONV*
(Shift 8) nach, &ffnet sich ein umfangreiches
Meni mit 21 Unterpunkten zur Umrech-

acre
(usw)

barn

are

hectare

square
feet

square

inch

square
miles

Ly gyey 678V L18d Gred €78l Leev

deutsch

acre Acre

(ac)

b Barn

a Ar

ha Hektar

ft2 Quadrat-
fuB

in2 Quadrat-
zoll

mile?>  Quadrat-
meile

nung verschiedener Einheiten. Im letzten
CASIO forum waren die Umrechnungen zu

Lénge, Winkel und Beschleunigung erklart.  rialdatenbank.

Erklarung

Acre (Acker) ist ein FlachenmaB des englischen MaBsystems, basiert auf dem u.s.survey-foot
(= 0,3048006m) 1 acre = 4840 square yards = 43560 square feet

Barn war bis 31.12.1977 eine gesetzliche Einheit fir die Angabe von Wirkungsquerschnitten
in der Kernphysik

Ar ist ein metrisches FlachenmaB bei der Angabe der Flache von Grundstiicken (Quadratdekameter)
1a=1dan2=100 m?

Ein Hektar ist das Hundertfache eines Ar.
1 ha=(100m)2 =100 a

QuadratfuB entspricht der Flache eines Quadrates mit 1 FuB Seitenlange.
1ft2=144in2

Quadratzoll ist eine Flacheneinheit und entspricht der Flache eines Quadrats mit einem Zoll Kantenlange.

Als square mile wird sie vor allem in den USA angewandt. Eine Quadratmeile ist dort die Flache eines
Quadrates mit der Kantenlénge 1 Meile (,statute mile“; im Gegensatz zur ,nautical mile“ > Seemeile)
1 mile? = 640 acre = 27878400 ft?

Hier folgen nun Flache und Volumen: Ab-
schnitt 6 zur Masse finden Sie in der Mate-

Umrechnung
in SI-Einheiten
(mks-System,

Meter-Kilogramm-
Sekunde)

1 acre =
4046,856 m?

1b=1102me

1a=1-10>m?

1ha=110*m?

1fe=

0,09290304 m2

1in2=

6,4516 cm?

1 mile2 =
2,589988 km?

o
g
c
3
)
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gallon
(UK)

Liter

bushel
(US)

barrel
(Us)

ton,
register

fluid
ounce
(US)

fluid
ounce
(UK)

cubic
foot

cubic
inch
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gal (us) amerika-

nische
Gallone
gal (uk) englische
Gallone
L Liter
bu Scheffel
bbl Barrel
ton Brutto-
register-
tonne
(BRT)
fl oz Flissig-
us) keits-
Unze (us)
fl oz Flissig-
(UK) keits-
Unze (uk)
ft3 KubikfuB
(auch cft)
in3 Kubikzoll
(auch cui)

Die US-amerikanische Gallone basiert auf einem mittelalterlichen englischen WeinmaB, das als ein Zylinder
mit der Hohe 6 Zoll und dem Durchmesser 7 Zoll definiert wurde. it wurde mit 22/7 approximiert. 1706
wurde die Weingallone redefiniert als Quader mit einer Abmessung von (3x 7 x 11) inch3, was dem alten
Zylindervolumen, entspricht (it = 22/7). 1 gal (us) = 128 fl oz (us) = 231 in3

Die britische Gallone basiert auf einem mittelalterlichen englischen BiermaB. 1824 neu definiert als das
Volumen von 10 englischen Pfund destilliertem Wasser bei 62°F (17° C), gemessen mit Messingstiicken
einer definierten Zusammensetzung bei festgelegtem Luftdruck. 1985 Neudefinition basierend auf dem
metrischen Liter. 1 gal (uk) = 160 fl oz (uk) = 568261250/2048383 in®

Ein Liter entspricht dem Volumen eines Kubikdezimeters (dm?). Der Liter gehort nicht zum Internationalen
Einheitensystem (SI), ist zum Gebrauch mit dem S| aber zugelassen.

Im Handel wird das Bushel heute als &quivalentes GewichtsmaB verwendet. Da die USA zu den gréBten
Getreideerzeugern zahlen, hat ,,bushel“ als MaB zur Bestimmung der Masse einer Getreidemenge weltweite
Bedeutung. Wenn Getreidepreise pro Scheffel angegeben werden, ist dieses ,,bushel“ gemeint.

1 bu=2150,42 in3

Barrel wird als VolumenmaB bei Erddlprodukten verwendet.
Naherung fur Erdél (Dichte 0,8617 kg/L): 7,3 bbl ~ 1 Tonne Erddl, 1 bbl = 42 gal (US) = 9702 in®

Um ein WertmaB fir Handelsschiffe zu erhalten, werden diese vermessen. Da sich der Beladungszustand
oft &ndert, gentigt es nicht, die Wasserverdrangung als MaBstab heranzuziehen: Der gesamte umbaute
Schiffsraum wird bestimmt und die Mannschafts- und Maschinenrdume subtrahiert.

1 ton = 100 ft3

Die Flussigkeits-Unze (fluid ounce) mit dem Einheitenzeichen fl oz ist ein Raummas fiir Flissigkeiten.

Es findet z.B. beim Abmessen von Parfim Verwendung. Manchmal wird nur oz geschrieben, womit eine
Verwechslungsgefahr mit der Gewichtseinheit Unze (ounce) entsteht (> Masse)1 fl oz (us) = 1/128 gal (us)

(wie fluid ounce us)

1 fl oz (uk) = 1/160 gal (uk)

Der englische KubikfuB3 ist ein oft im Schiffsbau verwendetes Raummas,
dem der englische FuB (0,3048 m) zugrunde liegt.

1ft3=1728 in3

Ein Wirfel mit einem Zoll Kantenlange besitzt das Volumen ein Kubikzoll.

3,785412 L =
3,785412:10°m?

4,54609 L =
4,54609-10°m?

1L=
1.10° m3

1bu=

35,23907 L =
35,23907-10°m3

1bbl =
158,9873 L =
158,9873-10°*m?

1ton=
2,831685 m?

1 fl oz (US) =
29,57353 mL =
29,57353-10°m?

1 fl oz (UK) =
28,41306 mL =
28,41306:10°m?3

1 fts =
0,02831685 m3

1ind =
1,638706-10°m?

©




@® Unterrichtsidee Analysis

Vielfaltige Losungsansatze

Autor: Gunther Gageur, CASIO Educational Team

Oft gelten Aufgaben als besonders gelun-
gen, wenn sie sich auf unterschiedlichen
Wegen |8sen lassen. Auch der Einsatz von
Grafik- oder CAS-Rechnern kann die An-
zahl der Wege erweitern, wie sich an fol-
gender Aufgabe zeigt:

Bestimme den Punkt auf dem Graphen von
agx)=1- %; x=0, der den kleinsten Abstand
zur Geraden mit der Gleichung y=2x be-
sitzt. Wie groB ist dieser Abstand? (Runde
auf zwei Dezimalstellen.)

@ Edit Zoom Analyse + X
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1. Ansatz: Allgemeiner Abstand von Ge-
rade und Kurve
g(x)=2x

fla)=1-1

d2(x) = (x—a)? +(2x —(1 —%)T

d?'(x)=0 bei x=0,2a+0,4_%
a

d?(x)=(x-a)? + (2x —(1 —%DZ
0,4

|x=0,2a+0,4 -
a
(2a2—a+1)2
a2
d?'(a)=0 bei a, =-/0,5 und a, =+/0,5

d2(a)=0,2-

d(a1)=1,71 und d(a;)=0,82

2. Ansatz: Dynamische Geometrie-Soft-
ware

Die Aufgabe kann auch in der dynamischen
Geometrie-Software geldst werden.

Die Gerade durch zwei Punkte sowie die
Funktion zeichnen und eine Tangente an
die Kurve konstruieren.

Animieren: BerGhrpunkt und Kurve markie-
ren, Edit, Animieren, Animation hinzufigen.
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Messen: Pfeil nach rechts, Berlhrpunkt
markieren, Wertetabelle seiner Koordinaten
erstellen, die Gerade zusétzlich markieren,
eine Wertetabelle der Abstande erstellen,
das Ergebnis in der Tabelle ablesen.

@ Datel Edit Ansicht Zeichnen
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& Datel [Edit] Ansicht Zeichnen
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@ Datei Edit Ansicht Zeichnen
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& Datei Edit Ansicht Zeichnen
——r .10.894427::. L
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4 A1 i
|
b v [Abstand
0.5 ) 0.
0.555556 0.8 0. 854675
0.611111 ~0.63636 0.831185
0.666667 0.5 0.819892
0.722222 -0.38462 0.817980
0.777778 -0.28571 0.823441
0.833333 0.2 0.834799
0.888889 0.125 0. 850948
0.944444 -0.05882 0.871043
1 0 0.894427
@

3. Ansatz: Tangentensteigung=Geraden-
steigung

So, wie der Abstand von Kurve und x-Ach-
se minimal ist, wenn Kurventangente und
Achse parallel liegen, missen auch Kur-
ventangente und Gerade an der Stelle des
kirzesten Abstandes parallel verlaufen.
Deshalb gilt es nur die Stelle zu finden, an
der die Tangentensteigung gleich der Gera-
densteigung ist, also gleich 2.

f'(x)=2 bei x; =—+0,5 und x, =+/0,5

Aus der Berechnung des Abstandes von
Punkt und Gerade im 3-dimensionalen Fall
oder durch geometrische Uberlegungen
ergibt sich fir den 2-dimensionalen Fall:
Gegeben ist der Punkt P (a,b) und die Ge-
rade y=mx+n. Dann ist der Abstand des

Punktes von der Geraden

2a-1+1
a

A-Mm-a-b+n , also hier A(a)=

m2 +1 Jg
Hier ist P, :(7\/0,5 |1+\/§) und

P, =(\/0,5 |1—\/§), m=2 und n=0, also ist
der Abstand zwischen Punkt und Geraden:

2:(-f05)-1-2 __
SR — 1,71
2-( 0’5)_1+\/§z082
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Leiteraufgaben

Autor: Dr. Wolfgang Ludwicki, Tangermunde

Knobelei 1

Zwei Leitern stehen quer in einem Flur und
kreuzen sich in einer H6he von 1 m. Die
eine Leiter ist 2 m lang die andere 3 m. Be-
rechne die Breite des Flures.

3m
Im

lm

Lésung:

Die 2-m-Leiter lehnt in der H6he g an der
Wand, die andere Leiter an der anderen
Wand in der Hohe p. Der FuBpunkt des
Lotes vom Kreuzungspunkt der Leitern auf
den FuBboden zerlegt die Flurbreite b in die
Teilstrecken x und y (siehe Zeichnung).

dm
2m

P
q

lm

b

Aufgrund des Strahlensatzes gelten:
y:1=b:q und x:1=b:p, also auch y=£
und x=§ . g

Nach dem Satz des Pythagoras gelten:
b?+q?=22 und b?+p?=3?, also

g=+v4-b> und p=+9-5b".

Da b=x+y, gilt b:éJré und
P 9

b b
+ .
Jo—b>  Ja-p?

Far b0 ist die letzte Gleichung &quivalent
zu

1=

b=

1 1
+ .
Jo-b> Ja-p?

Durch zweimaliges Quadrieren folgt als
notwendige Bedingung fur b die Gleichung
b8—22b°+163b*-454b%+385=0.

*)

Mittels der Substitution z=b2? entsteht da-
raus die biquadratische Gleichung

z4-227°+1632°-454z+385=0,

die mit dem CASIO FX-991DE X geldst wird.

z, ~3,508741701,
z, ~1,515818286,
Zy 4 ©8,49% 0,59,

Damit ergeben sich als mégliche Werte fiir b
b, =,/z, #1,8732 und
b, =z, =1,2312.

Die Probe zeigt, dass

+ ~ 185
e 4-z
und
! + ! =1.
9-z, 4-z,

Folglich hat der Flur etwa die Breite 1,23 m.

Die Lésung der Gleichung (*) ist auch mit
dem SOLVE-Befehl des FX-991DE X mog-
lich. Die Gleichung wird dazu als

ol T
S

9—x? {4-z7|

eingegeben. Da die Breite des Flures posi-
tiv und kleiner als 2 m ist, kann x=1,5 als
sinnvoller Startwert gewahlt werden.

o I
19-27  {4-2°
x =1,5
il 1
==L 5 1
19-x2  {4—n?
= 1,231185724
L—-R= O

Es ergibt sich die Lésung
x=~1,23,also b=1,23m.

Knobelei 2

Eine Leiter soll einen Flur der Breite 3 m ent-
lang getragen werden. Unglicklicherweise
verlauft der Flur am Ende rechtwinklig mit
der Breite 2 m weiter. Wie lang darf eine
Leiter sein, damit sie gerade noch horizontal
um die Ecke getragen werden kann?

2Zm

Leiter Sim

Loésung:

Losungsweg 1

Es wird ein Koordinatensystem eingefihrt,
wie in der Zeichnung angedeutet.

B{0/b)
P2/3)
T
i
1
i
1
i
!
i
|

Alaf0)

Es handelt sich hierbei um eine Extremwert-
aufgabe: Von allen Strecken AB, die durch
den Punkt P gehen, ist die kiirzeste gesucht.
Aufgrund des Strahlensatzes gilt

a:b=(a-2):3,also b= 3a2.

a—
Mithilfe des Satzes von Pythagoras folgt
3a B a* —4a® +13a°
a- 2) T (@-2)
Da |AB|>0, wird |AB| genau dann minimal,

wenn |ABJ? minimal wird. Der Wert |ABJ?
nimmt dort Extremwerte an, wo

d( 4BJ)
da

|AB|2=a2+(

=( ist, also

d(4BP)_2a*~124’ +24a” 520 _
da (a-2)°

Diese Ableitung wird genau dann null, wenn
a=0 oder a®*-6a?+12a-26=0 ist.

Der FX-991DE X zeigt an, dass die kubische
Gleichung nur eine reelle Lésung a =~ 4,621
hat. Somit darf die Leiter maximal etwa

2
4621% + 3:4621 ) jang sein,
4,621 -2

also ~ 7,023 m.

Lésungsweg 2
Die Strecken AB mit der festen Lénge c
sind die Einhillenden der Astroiden (Stern-

kurve) mit der Gleichung
2 2 2

x3+y3=c3.

Der Wert ¢ der Astroide, die durch den
Punkt P(2|3) geht, liefert die Lange der Lei-
ter, die gerade noch um die Ecke getragen
werden kann, d.h.
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Design-, Farbabweichungen, Irrtiimer und technische Anderungen vorbehalten. Die in diesem CASIO
Verfligbarkeit der Produkte auf Anfrage. Alle Produktnamen sind Warenzeichen der jeweiligen Hersteller.

forum gezeigten Screenshots sind Simulationen und kénnen von der Originaldarstellung abweichen.

® Lehrer-Info-Service

MaBgeschneiderte Informationen fur
Mathematiklehrkrafte

Die kontinuierliche Bereitstellung von Un-
terrichtsmaterial, das zum einen mit den
Anforderungen in Osterreichischen Lehr-
planen harmoniert und zum anderen den
Einsatz und die Bedienung der Schulrech-
ner erleichtert, ist ein Herzstlick des Leh-
rersupports von CASIO. Dafir steht CASIO
in regelméBigem Austausch mit Mathema-
tiklehrkraften.

Informationsaussand zum Beispiel zu folgen-

den Themen:

e CASIO forum mit vielen Aufgaben-
beispielen und Unterrichtseinheiten

¢ Informationen zu regionalen Ver-
anstaltungen

* Neuerungen in den Zulassungsrichtlinien

¢ bundeslandspezifische Angebote

e | ehrerspezial holt reale Alltagsthemen in
den Mathematikunterricht

Das Feedback aus der Lehrerschaft zeigt —
ein Service, der geschétzt wird.

Anmeldung

Sie mdéchten ebenfalls maBgeschneiderte
Informationen fir Mathematiklehrkrafte
erhalten. Dann sind Sie herzlich beim Lehrer-
Info-Service von CASIO willkommen. Ob
per Post oder per E-Mail — Sie entscheiden
selbst, wie Sie von CASIO kontaktiert werden
mochten und haben jederzeit die Gelegen-
heit, sich auch wieder abzumelden.

Anmeldung im Netz

Unter dieser Web-Adresse kénnen Sie
unsere Informationen abonnieren:
www.casio-schulrechner.at/
lehrer-info-service

Anmeldung per QR-Code
Scannen Sie einfach den QR-Code.

® Testsoftware und Updates zum Herunterladen

Ubersicht uber die aktuellen
Betriebssystemversionen (0S)

Die Updates sowie die Testsoftware stehen zum kostenlosen Herunterladen auf unserer

Internetseite bereit: edu.casio.com

Gerat OS-Version
~ | ClassPad Il 2.01.2000
& | ClassPad 330 Plus 3.10.6000
2 | FX-CG20/50 3.10
§ FX-9860Gl| 2.09
5 | Software
5 [ClassPad Il Manager
? Subscription (Android/IOS) 2.01.2003
ClassPad Manager 3.06.6000
=23 | FX-CG20/50 Manager 3.10
& | FX-Manager Plus 2.09
3 | ClassWiz Emulator 200
9 Subscription :
n
A
e}
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Educational Team

Unsere Spezialisten rund um das Thema
Schulrechner von CASIO und deren Ein-
satz im Mathematikunterricht stehen Ih-
nen bei Fragen jederzeit zur Verfligung:

Telefon: +49 (0)40/528 65-0
Fax: +49 (0)40/528 65-100
E-Mail: education-austria@casio.de

Homepage: www.casio-schulrechner.at

CASIO European Support Center

Fir Beratung und technische Informa-
tionen wenden Sie sich an das CASIO
European Support Center:

Telefon: +49 (0)40/528 65-802
Fax: +49 (0)40/528 65-888
E-Mail: support_center@casio.de

Anfragen zu Reparaturen

Bei Fragen rund um das Thema Repara-
tur stehen lhnen Experten unter folgen-
den Kontaktdaten zur Verfigung:

Telefon: +49 (0)40/528 65-203
Fax: +49 (0)40/528 65-242
E-Mail: repair@casio.de

CASIO Support
fur Lehrer!

Ob technisch-wissenschaftlicher Rechner
oder Grafikrechner—mitdemumfangreichen
Support-Programm von CASIO unterstiitzt
Sie das Educational Team bestens bei der
Auswahl des passenden Schulrechners bis
hin zur Gestaltung lhres Unterrichts.

Support-Programm

® Referenzschulen

¢ | ehrer-Workshops

e Lehrer-Info-Service (u.a. CASIO forum)
e | eihprogramme

¢ Prifangebote

e | iteratur

e Materialdatenbank
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